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GRINZI CU ZABRELE PLANE

Grinzile cu zabrele plane sunt formate din bare drepte,
articulate in noduri (fiecare bara este articulata la
ambele sale extremitati), structura fiind in acelagi timp
iIndeformabila geometric.
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Grinzile cu zabrele sunt incarcate in mod obignuit numai
In noduri, cu forte concentrate, de aceea singurele
eforturi care apar in bare sunt fortele axiale N, de
intindere sau compresiune.



Pentru ca bara I sa fie in echilibru, rezultantele R; si R;,
din cele doua capete articulate ale barei trebuie sa fie
egale si de semne contrare.
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Grinzile cu zabrele se folosesc ca ferme pentru
acoperiguri, cadre pentru hale industriale, grinzi
principale la poduri, grinzi pentru poduri rulante etc.



Schematizarea grinzilor cu zabrele are la baza
urmatoarele ipoteze simplificatoare:

. Barele grinzii cu zabrele sunt perfect articulate in
noduri, astfel incat in extremitatile lor nu pot apare alte
eforturi decat cele axiale (momente incovoietoare, forte
taietoare);

. Axele barelor sunt concurente in nodul teoretic, astfel
incat actiunile barelor asupra nodului formeaza un
ansamblu de forte concurente;

. Sarcinile se aplica numai in noduri sub forma de forte
concentrate, astfel incat in bare apar numai fortele
axiale N.

Realizarea practica a grinzilor cu zabrele duce la o
indepartare de aceste ipoteze simplificatoare (mali
putin la grinzile cu zabrele metalice si mai mult la cele
din beton armat).



TIPURI DE GRINZI CU ZABRELE
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Conditiile de indeformabilitate geometrica si
determinare statica
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b=18;r=4;N=11
b+r=18+4=22;2N=2x11=22

b +r =necunoscutele ; 2N = numarul de ecuatii de
echilibru static.

Concluzii:
-pentru (b +r) = 2N grinda este static determinata;
(b +r) > 2N mecanism;

(b +r) < 2N grinda este static nedeterminata.



Conditiile de indeformabilitate geometrica si
determinare statica
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Figura geometrica care sta la baza alcatuirii
grinzilor cu zabrele este triunghiul.




GRINZI CU ZABRELE.
METODA IZOLARII NODURILOR

Etape in aplicarea metodei izolarii nodurilor

Metoda Izolarii nodurilor se bazeaza pe teorema
echilibrului_parfilor indivizibile, unde se considera ca
parte indivizibila, succesiv fiecare nod, respectiv pe
teorema solidificarii pentru aflarea reactiunilor din
legaturile exterioare.

Rezolvarea se face considerand urmatoarele etape:

— Dupa verificarea conditiel de determinare statica $i
Invariabilitate geometrica, se aplica metoda solidificarili
pentru calculul reactiunilor din legaturile exterioare; cele
trel ecuatii de echilibru sunt suficiente pentru calculul
celor trei reactiuni.



— Se i1zoleaza un nod in care converg doua bare (eforturile
din cele doua bare sunt necunoscute) si se scriu doua
ecuatii de proiectie pentru fortele care actioneaza in nod.
Aceste forte pot fi: fortele exterioare date, reactiunile
calculate anterior gi cele doua eforturi necunoscute. Se
respecta conventia adoptata pentru sensul eforturilor
necunoscute: totdeauna sunt considerate pozitive, ca
“lesind” din nod.

— Se rezolva sistemul de doua ecuatii cu cele doua
necunoscute. Eforturile stabilite se reprezinta pe o
schema de forte a grinzii, pe ambele noduri aferente
fiecarel bare. Se intelege ca o valoare negativa a unui
efort calculat conduce la reprezentarea acestuia cu
sensul sau de actiune, adica “intrand” Tn nod.



— Se cauta izolarea unui alt nod (de regula vecin cu
precedentele izolate), care are doua bare de efort
necunoscut. Acesta se incarca cu fortele exterioare (date
sl de legatura) si cu eforturile cunoscute si necunoscute.

— Se exprima conditia de echilibru prin scrierea celor
doua ecuatii de proiectie.

Procedeul se continua din aproape in aproape pana cand
Se epuizeaza toate nodurile grinzii gi se stabilesc toate
eforturile.

Observatie:

Ultimele doua noduri izolate contin trei ecuatil
de verificare.



Stabilirea barelor de efort nul

Cazul 1. I1zoland un nod in care converg numai doua bare, nodul
fiind neincarcat, atunci in ambele bare este efortul nul (fig. 1a).
Cazul 2. Nodul format din doua bare i incarcat cu o forta F pe
directia uneia, are cealalta bara de efort nul (fig. 1b). Tot in acest
caz se incadreaza si situatia particulara a nodului alcatuit din
doua bare si care are un reazem simplu pe directia unei bare.
Atunci 1n cealalta bara efortul este nul deoarece reactiunea
corespunzatoare reazemului are rolul fortei F.

Cazul 3. Daca un nod este neincarcat gi este alcatuit din trei bare
dintre care doua sunt in prelungire, atunci in cea de-a treia bara
efortul este nul (fig. 1c).
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Observatie:

Determinarea barelor de efort nul poate fi aplicata chiar
inainte de calculul reactiunilor exterioare gi are ca efect
reducerea numarului necunoscutelor de calculat.



Sa se calculeze eforturile din barele grinzii cu zabrele din
figura de mai jos folosind metoda izolarii nodurilor.




Rezolvare:

1) Se numeroteaza nodurile (fig. 10.3), stabilindu-se numarul acestora:
N=28.
2) Pentru verificarea conditie1 de determinare statica
N=b+r,
se stabileste numarul de bare 5= 13 s1 numarul legaturilor exterioare simple
r=3.Rezulta 2-8 =13+ 3 s1 dec1 conditia este indeplinita.




3) Calculul reactiunilor din legaturile exterioare (din articulatie s1
reazemul simplu) se face aplicand metoda solidificarii. Ecuatiile de echilibru se
scriu considerand schema de forte din figura 10.3.

rZ:M(l) =—2P-4a—-P-8a—-3P-12a—4P-3a+V,-16a=0 = V, =4P;
ﬁZMG%) =—V,-16a+2P-12a+ P-8a+3P-4a—4P-3a=0 = V, =2P;
\ZXf =4P-H,=0 = H,=4P.

Verificarea reactiunilor se face scriind ecuatia de proiectie a fortelor pe axa Oy:

> Y, =V,+V,-2P-P-3P=0.




4) Se cauta barele de efort nul, inainte de 1zolarea efectiva a nodurilor,
pentru a reduce numarul de eforturi necunoscute. Astfel, nodurile cu numerele 3
s1 7, indeplinesc conditia reprezentata in figura 10.1, ¢: “dacd un nod este
alcatuit din tre1 bare dintre care doua sunt in prelungire, s1 acesta este neincarcat,
atunci in cea de-a treia bara efortul este nul”, ceea ce inseamna ca barele 2-3 si
6-7 sunt de efort nul (fig. 10.3).

S) Izolarea nodurilor incepe asa cum s-a aratat, cu un nod in care exista
doud bare de efort necunoscut. In aceastd situatie existd doud noduri la grinda
data: nodul numarul 1 s1 nodul numarul 8. Se 1zoleaza primul nod (numarul 1).




Schema de forte corespunzatoare acestui nod 1zolat este aratata in figura 10.4. a

unde eforturile necunoscute I;; si1 §;, sunt reprezentate ca “1esind” din nod

(conform conventiel de lucru adoptate), 1ar reactiunile ¥, s1 H, cu valorile lor.
Ecuatile de proiectie de forte pentru echilibrul nodului numarul 1 sunt:
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S X, =—4P+1, +5,,cosct =0 {Sn:‘?P

N :
=2 SIn ¢ = 20

> Y, =2P+S8,sina=0 1, =2p
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unde valorile functiilor trigonomertice sina =— s1 cosa =— se stabilesc din
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triunghiul dreptunghic format de nodurile 1, 2 s1 3.
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6) Etapa urmatoare constd in reprezentarea rezultatelor obtinute pe o
schema generala a grinzi cu zabrele. Efortul din talpa superioara §, a rezultat
cu semnul minus, ceea ce inseamna ca de fapt acest efort “intra” in nod, asa cum
este reprezentat in figura 104, c. Transmitem imediat cele doua eforturi
calculate din nodul numarul 1, la nodurile vecine 2 s1 3, de la celalalt capat al
barelor respective. Se observa de altfel ca 1zoland nodul numarul 3, unde una din
cele tre1 bare a fost 1dentificata ca fiind de efort nul (M3, = 0), eforturile 1,5 s1 I35
sunt egale s1 de sensuri opuse (fig. 10.4, b), adica barele aflate in prelungire au
acelas1 efort. Consecinta 1mediatd este aceea ca numarul necunoscutelor de
calculat (efortur1 din bare) se mai reduce cu o unitate, efortul I3 (= I5s) putand fi
transmis direct in nodul numarul 5 (fig. 10.4, ¢).

7) Analiza schemei generale de forte reprezentate pe grinda cu zabrele din
figura 10.4, ¢ arata ca nodurile vecine care ar putea f1 1zolate sunt nodurile avand
numerele 2 si 5. In nodul numirul 2 sunt doud bare de efort necunoscut (2-4 si
2-5), in timp ce in nodul numarul 5 exista patru bare de efort necunoscut (5-2,
5-4, 5-6 s1 5-7). Este evident ca se alege nodul numarul 2 pentru a fi 1zolat s1 se
scriu ecuatiile de proiectie corespunzator schemei de forte din figura 10.5, a:



' 10 r
ZX,-ZSu + D, cosa +—Pcosa =0, 8
) ) 3 S, =——F;
| 10 =y 3
ZK. :TPsina'—D,_,5 sma —2P =0 D,; =0.

Valorile obtinute sunt reprezentate pe schema de forte din figura 10.5, 5.
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8) Se 1zoleaza nodul numarul 4 (fig. 10.6, a). Acest nod este format din
trei bare, dintre care doua sunt in prelungire si exista o forta exterioara
actionand pe directia celei de-a treia bare. Ecuatiile de proiectie aratd
particularitatile acestui caz:
8

> X, =—P+S,=0 S, =—
9 3 =

> Y =-P-M =0 |[M,=-P

Barele aflate in prelungire au acelasi efort, iar forta exterioara este
echilibrata de un efort egat si de sens contrar din cea de-a treia bara (M,).
Aceste constatari pot fi folosite s1 in cadrul altor aplicatii, tot pentru micsorarea
numarului de necunoscute.

9) Schema generalda de forte este completata cu rezultatele obtinute la
1zolarea nodului numarul 4 (fig. 10.6, b).
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Fig. 10.6.



10) Se trece la izolarea nodului numarul 5 (fig. 10.7,a) s1 se scriu
ecuatiile de proiectie:

5

ZX ———P+D56cosa+157—0 Di=3F
< R TERT:

> Y, =—P+Dysina I, =—P,
D

apo1 se reprezinta pe schema generalda de efortur1 a grinzii cu zabrele
(fig. 10.7, b). Efortul Is; calculat in nodul 5, se transmite direct la nodul 8 sub
forma efotului Ig; = Is; pentru ca in nodul intermediar 7 are loc egalitatea I75 =
I,s (a se vedea concluzia de la 1zolarea nodului numarul 3, aflat in aceeasi
situatie).




11) Se 1zoleaza nodul numarul 6 (fig. 10.8, a) la care exista o singura bara

de efort necunoscut. In acest nod se scrie prima ecuatie de proiectie de forte pe
axa Ox:

5
ZX,- :gP—:Pcosa+4P+S68 cosa =0 = S, =—
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din care s-a aflat singura necunoscuta Sgg

12) Schema finala de forte este reprezentata in figura 10.8, b.
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13) A doua ecuatie de proiectie care se poate scrie in acest nod (numarul
6), este o ecuatie de veriﬁcare'

20 _ 3
Y'Y = 3P—2Pcosa+ 4P + S SN = —vP—;P+4P—TP <= 0.
In ultimul nod, numirul 8 (fig. 10.9). cele doua . I
ecuatii de proiectie se scriu tot ca ecuatit de IS _20p
verificare, deoarece eforturile au fost aflate pentru 86 3
toate eforturile din barele care converg in acest nod: a @
20 16 20 4 P X
3 X, = ——P+—Pcosa———P ey IR A 1 I
< : : 3 5 3 4P
20
Y, =4P—- Sy sma =4P——P- —=0 .
3 5 Fig. 10.9.




GRINZI CU ZABRELE.
METODA SECTIUNILOR

Etape in aplicarea metodel

A doua metoda analitica pentru calculul eforturilor din
barele grinzilor cu zabrele este metoda sectiunilor care
se bazeaza atat pe teorema solidificarii cat gsi pe teorema
echilibrului partilor. Metoda se utilizeaza de obicel pentru
verificarea rezultatelor eforturilor din bare stabilite in
urma utilizarii metodei izolarii nodurilor, dar poate fi

folosita si ca metoda directa pentru calculul eforturilor
din bare.




Etapele de calcul la aplicarea acester metode (utilizatd ca metoda de
verificare) sunt :

1) Se verifica conditia de determinare statica si invariabilitate geometrica,
conform relatiei:

N=b+r|
unde s-a notat cu N numarul nodurilor, cu » numarul barelor, 1ar cu » numarul
legaturilor exterioare simple.

2) Se calculeaza reactiunile din legaturile exterioare.

3) Se procedeazad la o sectionare a grinzii cu zabrele, recomandandu-se
indeplinirea urmatoarelor conditii:

- sectiunea trebuie sa desparta grinda in doua part1 distincte;

- sectiunea aplicata trebuie sa intalneasca cel mult trei bare de efort

necunoscut;

- alegerea celor tre1 bare de efort necunoscut, se face astfel incat aceste

bare sectionate sa nu fie toate tre1 paralele, sau toate tre1 concurente in

acelas1 punct.




4) Pentru una din cele doua part1 obtinute in urma sectionarii se scriu trei
ecuatil de echilibru. Scrierea ecuatiilor se face astfel incat sa se obtina un sistem
de ecuatnn independente in vederea une1 rezolvari rapide. De exemplu, pentru o
grinda cu talp1 paralele, una dintre ecuati1 va f1 ecuatia de proiectie a fortelor pe
directia normala la directia talpilor, 1ar celelalte doua, ecuatit de proiectie de
moment in raport cu punctele de intersectie in care se intalnesc doua cate doua,
directiile eforturilor cautate.

S) Se rezolva sistemul de ecuati stabilit la punctul anterior s1 se figureaza
eforturile gasite pe o schema de forte a grinzii in ansamblul ei.

6) Verificarea se face pentru un efort calculat, considerand o alta sectiune.



Aplicatil

Utilizand metoda sectiunilor, sa se determine numai eforturile din
barele grinzii cu zabrele intalnite de sectiunea | - | (fig. 11.1).




Rezolvare:

Grinda cu zabrele din figura 11.1 a fost rezolvata in capitolul precedent,
urmarindu-se verificarea rezultatelor obtinute anterior cu metoda 1zolarn
nodurilor, numai pentru barele sectionate. Astfel, sectiunea I - I desparte grinda
cu zabrele in doua part1. Se alege una din cele doua, de exemplu partea din
stanga (fig. 11.2). Aceasta este supusa actiuni fortelor exterioare date s1 de
legatura, precum si eforturilor din cele tre1 bare sectionate. Conditia de echilibru
a partin alese, se exprimd prin trer ecuatn de proiectie (conform teoremei
echilibrului partilor), ecuati care se aleg astfel incat fiecare din acestea sa aiba
cate o singura necunoscuta.



Pentru calculul efortului din talpa inferioara I35 se scrie ecuatia de proiectie de
moment in raport cu punctul 2, deoarece celelalte doua eforturi necunoscute sunt
concurente in acest punct $1 nu intervin in ecuatie:

2
Y M, =-V,-4a—H, -3a+1;-3a=0 = I, :"—:)P.



Aplicand acelasi rationament pentru calculul efortulur din talpa superioara
S§,,. se scrie a doua ecuatie de prolectie tot de moment, dar de aceasta datd in

raport cu punctul 5, punct in care eforturile D, din diagonala s1 I,, din talpa

inferioara sunt concurente:

S My, =-V,-8a+2P-4a-S,,-3a=0 = S, _3p
’ *3

Cel de-al treilea efort, D,. din diagonala se stabileste din ecuatia de proiectie de
forte pe directia verticala, deoarece ,, s1 I, sunt orizontale s1 dec1 au prolectia
nula pe directia verticala:

> Y, =V,-2P+D,;sina=2P—2P+D,; -

th | 1

-0 = D,, =0.
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