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e Teorema lui VARIGNON

Momentul unei forte

SISTEME DE FORTE OARECARE
Forta — vector alunecator
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Cuplur rte
+ Sisteme de forte echivalente

* Reducerea sistemelor de forte in raport cu un punct.
Torsorul. Variatia torsorulu




INVARIANTII UNUI SISTEM DE FORTE
FATA DE PUNCTUL DE REDUCERE (1)

La schimbarea punctului in raport cu care se efectueaza
operatia de reducere, cei doi vectori care formeaza
torsorul sistemului de forte, vectorul rezultant R si
vectorul moment rezultant M, se comporta in mod diferit:

- Rezultanta R ramane neschimbata;

- Momentul rezultant variaza dupa legea

Mm =Mo +%1 XE



INVARIANTII UNUI SISTEM DE FORTE
FATA DE PUNCTUL DE REDUCERE (2)

1. Primul invariant (invariantul vectorial) este rezultanta: p

2. Al doilea invariant este invariantul scalar care este dat
de produsul scalar p. s

Demonstratie: Mo =0+ OOXR |oR 2 vectori

ReMg =ReMo +(010><R)0§ / coliniari
0
E°ﬁ_/fq =ReMo DEOHozct,‘v’Oe(Oxyz)

3. Consecinta: proiectia momentului rezultant pe
directia rezultantei este aceeasi indiferent de punctul

in care se efectueaza reducerea: R-M,

M, =|M,|cos(Mo,R) = ‘E‘




Pentru a reduce un sistem de forte oarecare, exista 2
invarianti fata de operatiile de reducere:

- invariantul vectorial R;

- invariantul scalar — produsul scalar R:M, (proiectia
momentului pe directia rezultantei).




Torsor minim, axa centrala (1)

Fiind dat un sistem de forte oarecare, se pune intrebarea:

Care este valoarea minima a torsorului sistemului de forte
si in care puncte de reducere se obtine aceasta valoare?

La schimbarea punctului de reducere se schimba si

torsorul: z (E, WMo )

Mm =M0 +%1 XE

Se cauta conditiile pentru gasirea momentului minim.



Torsor minim, axa centrala (2)

Se descompune in O vectorul moment in doua
componente: M, coliniar cu rezultanta si My in planul
normal rezultantei.

Cand punctul de reducere se schimba, numai My, isi
schimba marimea (Mg este constanta).

= M, va fi minim cand M\=0 si deci M, = M.

Reif XMy, +YM,, +ZM,,

Mypy=Mp =———=
R| Jx?+72 4+ 72
Torsorul minim este:
R

R Reil,

IS

A

foN‘ > =
Mymy =Mz =Mp




Locul geometric al punctelor in care, efectuand reducerea,
torsorul sistemului are valoarea minima este o dreapta
care se numeste axa centrala a sistemului de forte.

OBSERVATIE

In punctele situate pe axa centrala, momentul rezultant
avand marimea minima, este coliniar cu rezultanta R a
sistemului de forte. Torsorul minim este deci ansamblul
format de vectorii R — vectorul rezultant al sistemului de
forte si momentul minim Mg, vectori avand ca dreapta -
suport axa centrala a sistemului de forte.




Cazurile de reducere ale unui sistem de
forte oarecare. Sisteme echivalente (1)

Fie un sistem de forte oarecare ac4onand asupra unui
corp. In urma reducerii acestor forte intr-un punct
oarecare O al corpului, se pun in evidenta mai multe
cazuri de reducere, carora li se poate asocia cate un
sistem echivalent mai simplu care sa aiba in orice
punct al corpului acelasi torsor ca si sistemul de forte
dat.



Cazurile de reducere ale unui sistem de
forte oarecare. Sisteme echivalente (2)

Cazul I: R=0 si I\_II0=0 (torsorul nul). Sistemul de forte
este in echilibru sau sistem echivalent cu zero.

Cazul Il: R=0 Si Mo=0. Sistem echivalent cu un cuplu.

= >/

Cazul Ill: R # 0 si M_=0.

Sistem echivalent cu o rezultanta
(unica) care trece prin punctul de
reducere O.




Cazurile de reducere ale unui sistem de
forte oarecare. Sisteme echivalente (3)

Cazul IV: R0 Si Mo¢o pentru care exista doua variante:

a)ReM,=0 = M, LR sau Mg este nul si sistemul
echivalent cel mai simplu este dat de o rezultanta
(unica) care nu trece prin originea O. AMO

b) ReM, =0 , deci unghiul format de /4’

cei doi vectori este diferit de 90 .
Sistemul de forte dat este echivalent

cu torsorul minim al acestuia care
are ca dreapta-suport axa centrala M
M!N

a sistemului de forte.

,{f




SISTEME DE FORTE COPLANARE

Fie un sistem de » forte coplanare aplicate unui corp rigid si un punct “O” in
planul fortelor (fig. 8.1,a). Fiecare din forte poate fi redusa in “O”, obtinandu—se
in acest punct:

- n forte concurente, echipolente cu fortele date; aceste forte se reduc la o

rezultanta unica:

n

R=YF,: (8.1)

h=l1

- n cupluri de forte, reprezentate prin cele » momente M, coliniare cu axa

Oz (perpendiculara pe planul fortelor); insumandu-le se obtine un moment

rezultant: —




Rezultanta R si momentul rezultant A/, formeaza un sistem echivalent cu
sistemul celor » forte date (fig. 8.1.5). Perechea de vector1 R s1 M, se numeste
torsorul sistemului de forte in raport cu punctul O. Expresiile analitice ale celor

do1 vector1 sunt:

R=Xi+Y.j (8.3)
ﬂ_ffo=ﬂfo-k (84)




Deoarece M, are directia normalda planului fortelor in care se gaseste
rezultanta R, se poate scrie expresia analitica a momentului M,

, functie de proiectiile rezultanter:

M, k=(xY-yX) k. (8.5)
In baza acester relatii, sistemul de » forte poate fi inlocuit numai cu o

rezultantd avand suportul pe dreapta de ecuatie:
Y-y X=M,. (8.6)
Aceasta dreapta, intalneste axa Ox in punctul A4: inlocuind in (8.6) v, =0. se obtine
coordonata x, = M, /Y. Notand cu B punctul de intersectie cu axa Oy, x,=0 sl
vy =—-M,/ X (fig.8.1, ¢).
Sistemul echivalent cel mai simplu obtinut in acest caz de reducere este o
forta unica (rezultanta). Ca urmare, se poate aplica teorema lui Varignon, scriind

ca momentul rezultant )/, este egal cu momentul rezultantei R :

37,|=d-|R] (8.7)

unde d este bratul rezultantei (fig. 8.1, ¢).




Cazuri de reducere la sistemele de
forte coplanare

1) R=0 s1 M, =0, sistemul de forte este echivalent cu zero sau sistemul de

forte este in echilibru. Cele doua relatii vectoriale furnizeaza trei ecuatii de
proiectie, respectiv rezultanta doud ecuatii de proiectie a fortelor pe axele Ox s1 Oy,

iar momentul o ecuatie de proiectie corspunzatoare axei Oz:

1Y=>7% =0 (8.7)

_Mo: = Z(xhy;; - ¥ 4X;,)=0.
2) R=0 si M, =0, sistemul de forte dat este echivalent cu un cuplu,

momentul acestuia avand directia perpendiculara pe planul fortelor (fig. 8.2);

Z




3) R#0 si M, =0, sistemul de forte este echivalent in acest caz cu o singura
forta (rezultanta), al carei suport trece prin punctul de reducere O (fig. 8.3).

4) R#0, M,#0 si R-M, =0, deoarece R L M,. Sistemul echivalent cel
mai simplu este reprezentat de o forta unica (rezultanta) care nu trece prin
punctul de reducere O (fig. 8.4). Axa centrala este chiar suportul rezultante1 s1 asa

cum s-a aratat, se aplica in acest caz teorema lui Varignon.

TZ TZ
~ O )

\.

sy
[o—y
[}
o0
(oY)
oy
[
Q
o)
e



Sa se reduca in punctul O sistemul de forte care actioneaza pe stalpul
din figura 8.5 si sa se stabileasca sistemul echivalent cel mai simplu.

A v
) REZOLVARE: Utilizand sistemul de referinta din
6 kN w25 kN figura 8.5, proiectiile rezultantei sunt
=| |olgo 20kN X=Y X, =6-20c0s30°=6-17.32 =-1132 kN,
S \
| [TCa5G0° |
P, Y=Y ¥, =-25-20sin30°=-25-10 = —35kN.
2| | N
- : Rezultanta are marimea:
o Ol X
r=an=al _
Fig, R.5. R=~+X"+Y =36.785kN.

Momentul fortelor calculat in raport cu punctul “O:
M,=-6-7-(20s1130°)-0.8+(20c0s30°)-4 =-42 -8+ 69,28 =19.28 kNm



In figura 8.6,a este reprezentat sistemul

. ~ - . - £l ,
echivalent in punctul “O”, alcatuit din Ay y A
|
I
I

H /3’3(0;1,70)

rezultanta R si momentul rezultant M, .

Sistemul echivalent cel mai simplu este dat

1
|
|
-~ " -
‘
1
1

2 - R J---
numai de rezultanta R (fig. 8.6,5) aflata pe X e N
dreapta suport care intalneste axele de ( O  x
coordonate in punctele 4(x,,0) s1 B(0.yp): "§ 6_6_5;.6)"
x,=M,/Y=1928/(-35)=-0,55m / \’ﬁ_ Y
yg=—M,/ X=-19,28/(-113)=1,70 m ,
a

Bratul rezultantei este: ,
d=19,28/36,785 = 0,524 m. Fig. 8.6.



Sa se determine momentul cuplului M/, marimea s1 directia fortei F,
astfel incat bara din figura 8.7 sa fie in echilibru.

REZOLVARE: Se alege axa Ox, axa barei, iar originea in capatul stang al barei
(fig. 8.7). Pentru aflarea celor tre1 necunoscute F, o s1 M se scriu ecuatiile de echilibru :

X=Fcoscxt—20c0s30°=0 Fcosa =104/3
Y=Fsmoa—-20+20smn30°=0 = <Fsma=10
r’l/[o=—20-2+(20-Si1130°)-5—J\/I=O M, =10 Nm

Se ridica la patrat s1 se aduna primele doua egalitati s1 rezulta = 20 N, apoi o = 30°.
Verificarea rezultatului se face procedand la scrierea conditiei ca momentul calculat in raport
cu un alt punct din plan, de exemplu in raport cu B, sa fie nul:

My, =—(Fsma«a)-5+20-3—- M =-20-(1/2)-5+460-10=-50+60-10=0




Consideram un sistem de » forte paralele cu axa Oz (fig. 9.1, a). In urma

operatie1 de reducere fatd de punctul O, se obtin componentele torsorului:

R=YF, ~(YF)F=7F

M,=Y (5 xF)=(XM,) i+(XM,) j=M,i+M, ]

11

x

9.1)

Ce1 doi1 vectori sunt ortogonali (R L M,) si prin urmare, produsul lor scalar
(numit invariantul scalar) este nul, R- A/, =0. Astfel se deduce ca proiectia

momentului rezultant pe directia rezultantei (momentul minim) este nul
M__ =0 (fig. 9.1, b). Bineinteles, teorema lui Varignon poate fi aplicata si

pentru aceste sisteme de forte paralele, daca rezultanta este nenula.



Cazuri de reducere la sistemele de
forte paralele

1) R=0 s1 M, =0, sistemul de forte este in echilibru. Cele doua relati
vectoriale furnizeaza si in acest caz tre1 ecuatii de proiectie, respectiv rezultanta
o ecuatie de proiectie corspunzatoare axeil Oz, 1ar momentul doud ecuatit de

proiectie pe axele Ox s1 Oy:

Z=3F,=0:
1Mo, =Z(th,,)=O; (9.2)
_MO.]' =z(rh}?h)=0

2) R=0s1 M, #0, sistemul de forte echivalent cu un cuplu;



3) R#0 s1 M, =0, sistemul de forte este echivalent cu o forta unica R,
al carei suport trece prin punctul de reducere O;

4) R#0, M,#0, R-M, =0, sistem echivalent cu o forta unica R, care
nu trece prin punctul de reducere O. Axa centrala (fig. 9.1.b) se gaseste sub
forma drepte1 de intersectie a doua plane, ale caror ecuati se stabilesc aplicand

teorema lu1 Varignon in raport cu axele Ox s1 respectiv Oy:

FY_ th}:‘h
xZ=) x,F, t
L4b = Z (9.3)
.VZ = Z .Vh}:‘h z .V}:F;r
y="—"—
. Z E
i
R
>
S
|
< i



O proprietate deosebit de importanta, cand se considera ca fortele care
alcatuiesc sistemul is1 menftin punctele de aplicatie s1 intensitatile, dar isi
modifica directia continuand sa ramana paralele intre ele, este aceea ca dreapta
suport a rezultanter trece mereu printr-un punct fix C, numit centrul fortelor

paralele. Acest punct are coordonatele:

DXL RN Y0 (9.4)
zZ Z

X

Coordonatele centrului C verifica ecuatia axei1 centrale (9.3) s1 deoarece centrul
(' este un punct invariabil al solidului, la o permutare a axelor de coordonate se

stabileste si coordonata =, = Y z,F, . Vectorul de pozitie al centrului C se scrie:

r=xi+y. j+zk (9.5)
Se subliniaza conditiile pe care trebuie sa le indeplineasca sistemul de
forte paralele pentru ca sa existe un astfel de centru: rezultanta este diferita de

zero (R #0) si fortele sunt vectori legati.



Proprietatile pe care le are centrul fortelor paralele sunt:

e pozitia acestula nu se modificd daca toate fortele sunt multiplicate cu o
marime scalara;

e pozitia centrului fortelor paralele este invariabila in raport cu fortele, deci nu
depinde de sistemul de axe ales.



ir paralele uniform

., b). Pentru fortele
(9.2) s1 (9.3) devin

rte elementare dF.
1gimea /(m) pe care
Fig. 9.2. onsiderand ca pe un

element de lungime dx actioneaza o forta elementara dF = p-dx:
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Sarcini distribuite pe suprafaa si pe lungime
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Echivalarea forelor distribuite cu o fora concentrata
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Echivalarea fortelor distribuite in cateva cazuri des
intalnite in practica



Sa se reduca sistemul de forte paralele din figura 9.5 in punctul O, apoi1 in A4 si
sa se stabileasca cazul de reducere, specificand care este sistemul echivalent cel mai simplu.
Raspuns: Y= Z Y, =10N: M,=2Nm: M, =-48Nm; cazul d de reducere,

R =10k pe dreapta suport de ecuatie x= Mq/Y = 0.2m.

Ay
|

t Fi=10N TF;=12N




Fortele de presiune in cazul unui baraj vertical

Se considera un baraj cu perete vertical asupra caruia
acioneaza presiunea apei. Ne propunem sa determinam
pozitia centrului de presiune in acest caz si fora exercitata
de apa asupra barajului daca inaltimea apei este H iar
largimea barajului este L.



In acest caz presiunea data de apa la adancimea y de la
suprafata apei este:

P=pgy
si este constanta pe toata largimea barajului la aceeasi
adancime y. Forta data de presiune pe toata suprafata barajului

este:
F= pgfs :%ng-HL =%ng2L

Distributia presiunilor este triunghiulara, deci pozitia centrului
de masa se va gasi la doua treimi de suprafata apei.




