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Studiul dinamicii punctului material
cu ajutorul teoremelor generale

Teoremele generale se refera |la variatia in timpul
migcarii a celor mai importante marimi: impulsul,
momentul cinetic, lucrul mecanic si energia
mecanica.

Teoremele generale se deduc din legea lui Newton
exprimand principiul actiunii fortelor sub o alta
forma.

e b

F =ma



Teorema variatiei impulsului

Impulsul unui punct material H este un vector de expresie:

H=mv (9)

n care:

— m este masa punctului material;
— v este viteza punctului material.

Vectorul impuls are aceeasi directie si acelasi sens ca
vectorul viteza.

Din ecuatia fundamentala a dinamicii | — ma
rezulta:

ma =F = m av = F = d(mv) = F = daH = F (10)
dt dt dt




dv L d(nn,;) L d—H o)
dt dt dt

ma = F = m

Ecuatia (10) reprezinta teorema variatiei impulsului:
derivata in raport cu timpul, a impulsului unui punct

material, este egala cu forta rezultanta ce actioneaza
asupra acestuia, in tot timpul miscarii.

Proiectand relatia (10) pe axele unui sistem cartezian
Oxyz, se obtine: TE

Y _ [T - X =
dt ;Zl
dH .
Y _ T :Y:Z (11)
dt
dH , _H -7- Z




In cazul in care R = 0, atunci:

H=0=>H=ct.=>mv=ct. 12

expresie care poarta denumirea de /legea conservarii
Impulsului: pentru un punct material la care rezultanta

fortelor aplicate este nula, impulsul se conserva.

Relatia (12) arata ca migcarea punctului material este
rectilinie si uniforma.



Teorema variatiei momentului cinetic

Momentul cinetic in raport cu un punct fix O al unui punct
material este prin definitie momentul vectorului impuls al
punctului material in raport cu polul O:

(13)
=7 Xmyv

-
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Inmultind vectorial la stinga cu r ecuatia fundamentala a
dinamicii se obtine:

Fxmdvzfxﬁ:j-d(wumﬂ—er —
df dt
K, . _ d& 0
O
df dt

Relatia (14) reprezinta teorema variatiei momentului
cinetic: derivata In raport cu timpul a momentului

impulsului fata de un punct fix O este egala, in timpul
misgcarii, cu momentul fortei fata de acelasi pol O.




Tinand cont de expresiile vectoriale ale lui r, v respectiv F:

F=xi+yj+zk
v=xi +yj+zk 1
F=Xi+Y+Zk

prin proiectarea relatiei (14) pe axele unui sistem cartezian
Oxyz se obtine:

aK,. d :
AT (vZ—zvi|=M_=v/—-zY
dt dt [m(}z i )] o ’
1K, .
( 0y _ d [m(zjc—XZ')] :M1.-' — X —x7 (16)
dt dt ]
Roz _ a1~ )| = M. = x7 — pX
dt dt

adica care reprezinta teorema momentului cinetic in raport
cu axele respective.



Daci: M,=0 = K,=ct.
hd (17)

K, =0

atunci momentul cinetic al punctului material Tn raport cu
un punct fix se conserva.



EOREMA ENERGIEI CINETICE

a) Lucrul mecanic

Se considera cazul general al unei forte F, functie de
timp, de pozitie si viteza de deplasare a punctului el de
aplicatie.

Fie M, si M, doua pozitii infinit vecine ale curbei C pe care
se deplaseaza punctul de aplicatie al fortei. Vectorii de
pozitie al punctelor M; si M, sunt r(t) si r + dr, iar dr,
deplasarea elementara in mtervalul de timp dt.




Se defineste ca lucru mecanic elementar efectuat de forta
F, produsul scalar:

dL=F-dr=|F|-|dr|cos(F,dr) (i8)

= Lucrul mecanic este o marime scalara, egala cu
produsul dintre marimea fortei si proiectia deplasarii

1J - este lucru mecanic efectuat de AN cénd punctul
material se deplaseazé cu 1m in directia fortei.

= Lucrul mecanic poate fi pozitiv sau negativ, dupa cum
unghiul (F ,dr) este ascutit sau obtuz.
— Lucrul mecanic este nul cand forta sau deplasarea

sunt nule, precum si in cazul cand forta si deplasarea
sunt perpendiculare intre ele.

= Unitatea de masura pentru lucrul mecanic in sistemul
international Sl este joule-ul (J).



Teorema variatiei energiei cinetice

Capacitatea miscarii mecanice de a se transforma in
migcare nemecanica este caracterizata printr-o marime de
stare care poarta denumirea de energie cinetica.

Energia cinetica a unui punct material de masa m, aflat in
migcare cu viteza v este, prin definitie, egala cu expresia:

L.
E=—mv- (19
2

Energia cinetica este o0 marime scalara pozitiva. Ca si
Impulsul si momentul cinetic, energia cinetica este o
marime de stare, adica o0 marime care caracterizeaza
migcarea la un moment dat.



Lucrul mecanic elementar al fortei F corespunzator
deplasarii dr este prin definitie egal cu produsul scalar
al vectorului F cu vectorul dr :

dl.=F -dr (20)

Sau

dl = Xdx +Ydy + Zdz  (21)

Intrucat |dr| = ds , relatia (20) se mai poate scrie:
dL = Fds cosa (22)

in care a este unghiul format de vectorul F cu
tangenta la traiectorie.



O

Unghiul format de vectorul F cu tangenta la traiectorie

Lucrul mecanic corespunzator unei deplasari finite AB
a punctului material are expresia:
B

B
L =[F-dr=[(Xdx+Ydy+ Zdz)
A

A
L,z =Fscosa



Daca forta F este in permanenta normala la traiectorie
(a=n2), lucrul mecanic al acestel forte va fi nul.

Daca inmultim scalar cu dr ecuatia fundamentala a
dinamicii se obtine:

av . -
m—-dr =F -dr B
df_ s=>mv-dv =F -dr (24)
o dr L
V=—>=dr =vdt
dt

Dar:
| | , | ,

mv -dv = —ﬁfzd(ﬁz ) = —mdv- = d(mw J =dE (25)
2 2 2



Din (20), (24) si (25) rezulta:

dE = dL (26)

relatie ce poarta denumirea de teorema variafiei energiei
cinetice: in orice moment din timpul migcarii, diferentiala
energiei cinetice este egala cu lucrul mecanic elementar
corespunzator fortei rezultante ce actioneaza asupra
punctului material.

Integrand relatia (26) intre doua puncte de pe traiectorie
rezulta:

Sub forma finita, teorema variatiei energiei cinetice arata
ca: diferenta dintre energia cinetica finala gsi energia
cinetica initiala este egala cu lucrul mecanic al fortei
rezultante calculat intre pozitia initiala si cea finala.



Teorema conservarii energiei mecanice

Sa presupunem ca forta Epoate fi scrisa sub forma:

x 2V y_dU 5 _dU o
dx dy dz

in care U este o functie scalara ce depinde de coordonatele
punctului de aplicatie al fortei:

U=U (x_.,, v, Z) (29)

Functia U astfel definita se numeste functie de forta.



Conditiile necesare si suficiente pentru ca forta sa admita
o functie de forta sunt:

oX 0Y
oy  ox
Y o7
C C
- (30)

0z 0Oy
oX o/
0z  Ox

Lucrul mecanic elementar al fortei F este:

_ U U U
dlL=F -dr = idx 48 ( dy +idz =dU (31
OX Oy oz




Teorema variatiei energiei cinetice (26) devine:
dE =dU (32)
care prin integrare rezulta:

E=U+h (33)

in care h este o constanta de integrare.

Lucrul mecanic al fortei F, pe traiectoria AB, devine:

B B
Ly=[F-di=[dU=Uy-U, (3%
A A

Relatia (34) arata ca lucrul mecanic nu depinde de drumul
parcurs, ci numai de pozitia initiala A si de pozitia finala B.



Din relatiile (32), (33) si (34) rezulta:
E,—E,=U,-U, (3

Daca in locul functiei U consideram o functie potentiala V
definita prin:

V ==-U (36)

rezulta:

AE+V)=0 = E+V=ct. (37

Marimea V reprezinta energia potentiala de pozitie a
punctului material.

Energia potentiala este o marime care caracterizeaza
posibilitatea unor corpuri de a produce lucru mecanic
numai prin pozitia pe care o ocupa fata de o configuratie
de referinta.



Suma dintre energia cinetica si energia potentiala se
numeste energie mecanica E ..

E =E+V=ct. (38

Relatia (38) exprima teorema conservarii energiei
mecanice: daca forta rezultanta deriva dintr-o functie de
forta, energia mecanica a punctului material se conserva.



Dinamica sistemului de puncte materiale

Se considera un sistem de puncte materiale (i = 1...n ) unde
fiecarui punct material i se atribuie o masa m,. Asupra
fiecarui punct material din acest sistem actioneaza doua
tipuri de forte si anume: forte interioare FO si forte
exterioare F©.

Fie un punct material de masa m, asupra caruia se exercita
fortele interioare F,,) din partea celorlalte puncte materiale
m, ale sistemului si fortele exterioare sistemului F ©® care
actioneaza asupra acestui punct material de masa m,.
Deoarece fortele interioare sunt forte de interactiune dintre
punctele materiale ale sistemului, atunci conform
principiului Il al Dinamicii, forta F,,() exercitata de punctul
material de masa m, asupra punctului material de masa m,
(care reprezinta actiunea) este egala cu forta reciproca de
reactiune F,) a punctului material m, asupra punctului
material de masa m,.



Matematic se scrie :
(1) — 1) (1) (1) _— ' 1) _
F'=-F” sau FY+EY=0 unde FY =0

Aceste relatii exprima ca: intotdeauna fortele interioare
pot interactiona numai ca perechi doua cate doua egale
in modul dar de sens contrar.

Pentru intreg sistemul de puncte materiale, insumand doua
cate doua aceste forte de interactiune, se obtine in final o

rezultanta nula: o
F(l) _ Z F(l) O

k.l

Forta interioara rezultanta asupra punctului material
de masa m, este:
m ZFI ( n - nr. total de puncte
materiale ale sistemului )



Prin insumarea acestor forte interioare pentru punctul
material m, se obtine:

(39)

=> fortele interioare ale unui sistem de puncte materiale
dau o rezultanta nula.



Sa vedem ce se intampla cu momentul fortelor interioare.

Fie doua puncte materiale de masa m; si m, si polul O in

. v . - . = .
raport cu care se considera momentul iar r, si r,, vectoril
de pozitie. Momentul fortelor interioare este dat de relatia:

> =Z(I_':k Xl:;k{ﬁ.l)= Z(‘fk X 1_?11]) (40)

_I_
!
X
L
I
=

X
Sk
|

1_:'{{]

12

g _ _ = =)
st =0, =0, rlzllF12



Teorema
Rezultanta fortelor interioare si momentul rezultant al
fortelor interioare fata de orice pol O sunt nule.




Lucru mecanic al fortelor interioare
Putem scrie :

i) = i) = _ ©li) 4= i) = ) 4= -\ _ o) 4=
L =F dr, +F, dr, =F dr, —F dr =F (drk —dr, ) =F  dr,

Pentru corpurile rigide (nedeformabile ) r, = ct. sau r_k? = ct.
de unde 2r,-dr,, = 0 deci dr,, =0 si

L= 2.Fdi, =0 (41)

Concluzie : pentru corpurile rigide, lucrul mecanic al
fortelor interioare este nul.



Miscarea centrului de masa al unui sistem de puncte
materiale

Fie un sistem format din puncte materiale de mase m,;, m,,
] u # # n ] ] A

... Si de viteze v,, v,, ... in raport cu un sistem de referinta

inertial (R.l.). Definim viteza centrului de masa ca fiind :

m, v, +m,v, +--: B Zmﬁﬁ- B Zmﬁﬁ-

T,j — —_—
m, +m,+-- Zm[ M

c M

La statica s-a definit vectorul de pozitie al centrului de masa
(C.M.) astfel:
2 m T,

m, +m, +--- M

3 m,r, +m,r, +---

rn: M



Prin derivare in raport cu timpul se obtine:

dr,, 1 dr 1 o
— m . = mv. =V
d. t M Z 1 d t M Z 1 1 cM

. - - ~
Cum impulsul p, = m-v; rezulta:

{} = = N =

P
cM M : 1 M
unde H: ZE este impulsul total al sistemulul.

Relatia H: M-\_/::,\,I arata ca impulsul sistemului este acelasi
ca si cum toate masele punctelor materiale se gasesc
situate in centrul de masa care se deplaseaza cu viteza
V. (S€ mal numeste viteza sistemului).




Deoarece un corp solid este alcatuit dintr-un sistem de
puncte materiale se poate spune ca depl_qsarea corpului
solid se face cu viteza centrului de masa, v, adica viteza
corpului.

Intr-un sistem izolat, conform principiului de conservare
al impulsulut, '|5': ct. Referitor la centrul de masa se
spune ca: centrul de masa al unui sistem izolat se
deplaseaza cu o viteza constanta in tot sistemul.

Sistemul neizolat. Se considera un sistem S compus din
puncte materiale care sunt in interactiune cu toate
punctele materiale care sunt in interiorul sistemului S si
care formeaza sistemul S’. (Ex. S - sistemul solar si §’ -
restul universului)




Notatii:
- punctele materiale ale sistemului S —1
- punctele materiale ale sistemulu S™— |

Prmeipmul conservari impulsuhu pentru un sistem izolat (S + S ) este:

p = Z,ﬁi + Z,f)'__ =ct. sau p=p, +p, =ct.
=— =2

izt §'
Aceasta inseamna cd orice variatie a impulsului din sistemul S este insotita de o vanatie egala s1 opusa in

sistemul S” a impulsulu. Matematic , Ap, = —Ap... Deci mteractiunea dintre cele doua sisteme S s1 S’

este descrisa ca o variatie de impuls. Prin dertvare se obtine :

dp dp, dps dps dp
= + =0 say —=-—
dt dt dt dt dt
dn.. - o o . . | .
unde % = F'*) care reprezintd forta exterioard cu care sistemul S’ actioneaza asupra sistemului S.
i

. ! N ! : - p N
Cum viteza centrului de masa al sistemului S este v, = — rezulta

M



. dv
F =M dt =M-a_ (43)

Centrul de masa al unui sistem de puncte materiale se
deplaseaza ca si un singur punct material de masa egala
cu masa fotala a sistemului si supus unei forte exterioare
sistemulul.



Momentul cinetic al unui sistem de puncte materiale

Am vazut cd momentul cinetic al unui punct material este: L =1 x p = m(r x v) iar relatia

dintre momentul cinetic L st momentul forter 9 este:

d—L:ﬂ} sau d_L: j-/].}ex

dt dt

Derivata in functie de timp a momentului cinetic total al unui sistem de puncte materiale
in raport cu un punct oarecare este egald cu momentul total in raport cu acelasi punct al fortelor

exterioare F© care actioneaza asupra sistemului de puncte materiale.
5 P Y ©
Daca F" =0 = w#7=0

dL

s1 —
dt

0 = i =ct. = i1+ £2+ igZCt.

Legea conservdrii momentului cinetic: momentul cinetic total al unui sistem izolat sau pentru

care momentul fortei este nul ( M ©=0 ) este constant in mdrime si directie.




Energia cinetica a unui sistem de puncte materiale
Fie un sistem alcatuit din doua puncte materiale de mase my s1 my supuse la fortele exterioare F,
st F, si la fortele interioare F ;> s1 F,;. La un moment dat, aceste puncte materiale se gdsesc situate in

pozitule din Figura s1 se pot deplasa cu vitezele v si v, dupa traiectorule C, s1 Cs.

Ecuatule de mnuscare pentru fiecare punct

material sunt :

Intr-un mterval mic dt, presupunem cd punctul
material se deplaseazd cu dr si de aceea se
inmulteste scalar fiecare ecuatie de muscare cu

dr s1se obtine:

m,a 1dr1 = Fldr1 + Flzdr1



st stind ca F,, = —F,, , prin adunare ecuatiilor se obtine :

m,@,df, + m,d,di, = F,df, +F,dr, +F,(df, —dr,)

dr . _ _ dv _  _dr _ __ : L o _ .
Darv=— st a-dr =—dr =dv—=v-dv=v-dv 1ar dr, —d1, = d(r1 — 1‘?) = dr;, . Aplicate la

dt dt dt i - )

expresia de mai sus , se obfine:

Prin integrare rezulta:

Vi Vg B
m I&-’ldx-fl +m, I&-’de-fz = I [F1d1'1 +F, clr2 ) -I—I F13d1‘13
V10 V3 A

I II



Partea din stanga a egalitatii(I) se scrie :

1, 1 5, (1 51

'
—Im .V, —m,v + | ma-v —1ma,v 2 J =

T — ¥ i — ,—} P —
2 1'1 2 1Y 10 \ 2 2v2 2 2V 20

1 1 Vol 1
2 2 2 2
—mvy -I——mzvz —| TmyVyy —I-—2 M, V5, = E

—E
\ 2 2 2 <0

Cc

1ar partea din dreapta a egalitatn (II) se scrie :

B

W, = Ifldfl +F,dr, este lucru mecanic efectuat de cétre fortele exterioare.
A

II:

B

W = IFlzdflz este lucru mecanic efectuat de catre fortele mterioare.
A

Deci an final :
Ec- Eo= Wex + Wi (44)
Variatia energiel cinetice a unul sistem de puncte

materiale este egala cu lucru mecanic efectuat asupra
sistemulul de forte exterioare si forte interioare.



Conservarea energiei sistemului de puncte materiale
Presupunem ca fortele mterioare derivd dmfr-un potential si deci existd o finctie E,;;,

dependenta de coordonatele celor doud puncte materiale 1 s1 2 astfel:
B
Wint = If1zdf12 =E n120 — Epm
A

unde E,;, este valoarea energiei potentiale la tumpul t s1 E;,p este energia potentiala la tumpul .
Introdusa in relatia (44) , se obtine :

Ec-Eo= Wee T EplZCI - E1J12
sau

(Ec + Epi2) - (Ec T Ep12)o = Wexe

Notam cu :

1 , 1 5
U=E_+E =Emlvf -I—Emzxf; +E 1, (45)

!

se obtine energia proprie a sistemului de puncte materiale.



In general, pentru sistemul de puncte materiale:

1 )
U=E_+E = ngivi‘ - ZEpij unde

toate toate
pom. perechile

1 , 1 , 1 , 1 ] |
EE = Z?ﬂli?j :51]111:'1 —?11121.*2 -|—51113V3+,,, 1a1

i i
toate

p.m.

Epint = ZEpij:EplE_Epli_”*EP o

toate
perechile

[
Laa

In concluzie

U-U=Wex

Variatia energiei proprii a unui sistem de puncte materiale este egald cu lucru mecanic
efectuat asupra sistemului de cdtre fortele exterioare.

Pentru sistemul i1zolat pentru care W, =0, U -U; =0, U =1} energia proprie a

sistemulu de puncte materiale 1zolate ramane constanta ( se conserva).



