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CINEMATICA SOLIDULUI
RIGID

In cadrul cinematicii punctului material s-a aratat ca a
studia miscarea unui punct inseamna a determina la orice
moment t de timp, pozitia r(t), viteza v(t) si acceleratia a(t)
ale acestuia.

In cadrul cinematicii solidului rigid problema se pune
analog, cu deosebirea ca este vorba de infinitatea
punctelor materiale care alcatuiesc solidul.



Miscarea generala a solidului rigid

Cunoscandu-se miscarea unui solid rigid in raport cu un
sistem de referinta fix — O,x,y,z,, se cere sa se determine
expresiile generale ale vectorului de pozitie, vitezei si
acceleratiei unui punct oarecare P; al acestuia.

Pentru a cunoaste pozitia solidului rigid, respectiv a
sistemului de referinta solidar cu rigidul este necesar sa
cunoastem in orice moment de timp vectorul de pozitie
r,, $i pozitia versorilor k, j, i.

Punctul P, nu isi schimba pozitia relativa in raport cu
sistemul Oxyz, deci coordonatele lui raman constante in

timp.



Miscarea generala a solidului rigid
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in relatiile (1) apar 12 parametri scalari de pozitie. Tinand
cont de relatiile (2), vom avea 12 — 6 = 6 parametri scalari
de pozitie a solidului rigid. Putem concluziona ca solidul
rigid in migcare generala are sase grade de libertate.

Versorii sunt vectori unitari si doi cate
doi perpendiculari intre el



Intre vectorul de pozitie r;; al unui punct din solidul rigid,
definit fata de sistemul fix, vectorul de pozitie r; al
punctului fata de un sistem mobil (legat invariabil de
solid) si vectorul de pozitie r,, al originii sistemului mobil,
fata de sistemul fix, exista relatiile:

No = X0l +Y10] + 21k




Proiectam relatia (1) pe axele sistemului de coordonate
fix O;X,Y,z, si obtinem:

X, =X+ cos(i,i)+ v, cos(],ij)+z cos (A_ 9 )
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Relatiile (5) reprezinta ecuatiile parametrice ale traiectoriei
punctelor P;.



Prin derivarea relatiei (3) in raport cu timpul obtinem:

dr, on,
—=—TOX7r+YV, ®)
dt Ot

Relatia (7), cunoscuta sub denumirea de relatia lui Euler
reprezinta distributia de viteze a punctelor unui solid rigid.



Prin proiectarea relatiei (7) pe axele sistemului de
referinta Oxyz:
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Din relatia (7) se observa ca proiectiile a doua puncte
ale solidului rigid pe directiile determinate de acestea
sunt egale intre ele. Fie punctele P;, respectiv P; ale
solidului rigid pentru care se aplica relatia lui Euler.




Pentru obtinerea formulei lui Euler pentru distributia de
acceleratii se deriveaza relatia (7):

©)

acceleratia punctului O;

acceleratia unghiulara a solidului rigid,
respectiv a sistemului mobil Oxyz;




Prin proiectarea relatiei (10) pe axele de coordonate
se obtine:

a; =ayi+a,,j+ak

Ay = Aol +agy, ]+ g,k

=X1+ Y]+ zk

Z;E(Dy — V0, X0, —Z0. VO, — xf(o},



In final se obtin componenetele vectorului acceleratie a
punctelor P, ale sistemului rigid, in raport cu sistemul de
referinta mobil Oxyz:

Ay =gy 2,8, — V8, + O, V;0, —X,0, -0, (x,0, —z,0, )
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Solidul rigid poate executa o miscare generala sau o
migcare particulara.

Exista doua miscari simple ale solidului rigid:
si miscarea de rotatie in jurul unui ax fix.

Celelalte miscari particulare ale solidului rigid: miscarea
de roto-translatie, , migcarea de
rotatie in jurul unui punct fix se obtin prin combinarea
celor doua miscari simple.



Miscarea de translatie a solidului rigid

Un solid rigid executa o migcare de translatie daca in tot
timpul miscarii o dreapta solidara cu rigidul ramane
paralela cu o dreapta fixa din spatiu sau cu ea insasi.
Pentru studiul migcarii de translatie alegem doua sisteme
de referinta: unul fix O;X;y,z; si unul mobil Oxyz a carui
axe raman tot timpul paralele cu axele sistemului fix.



Miscarea de translatie a solidului rigid




10 = X0l T VioJ1 + 210k,
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Din relatiile (12) rezulta ca solidul rigid aflat in migcare de
translatie poseda trei grade de libertate intrucat pozitia
acestuia este determinata prin coordonatele x,,, y,,
respectiv z,,.



Derivam prima relatie din (12) si obtinem:

7
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adica, vitezele tuturor punctelor solidului rigid la un
moment oarecare t sunt egale intre ele.

Prin derivarea relatiei (14) rezulta:

acceleratiile tuturor punctelor solidului rigid in migcarea
de translatie, la un moment oarecare t, sunt egale intre ele.



Miscarea de rotatie a solidului rigid cu axa fixa

Un solid rigid executa o migcare de rotatie cu axa fixa daca
in tot timpul miscarii sale doua puncte ale sale raman
suprapuse cu doua puncte fixe din spatiu. Pentru studiul
acestei miscari axa Oz a sistemului mobil coincide cu axa
O,z, a sistemului fix si in plus, originile celor doua sisteme
coincid O1 £ O.



Miscarea de rotatie a solidului rigid cu axa fixa




Solidul rigid in migcare de rotatie in jurul unei axe fixe Oz
are un singur grad de libertate intrucat pozitia acestuia
este determinata prin unghiul 6 format de planul fix x;0,y;
si planul mobil xOy. Ambele plane contin axa de rotatie.

Pozitia punctelor P, este data de relatia:

adica:

Ecuatia (17) arata ca traiectoria punctelor P, este un cerc
cu centrul plasat pe axa de rotatie.



CCIEUN () = 9]1: — (_,_;)E =0 = 9]1: arata ca

vectorii o si € au ca suport axa de rotatie.

Derivand ecuatia (16) rezulta:
dr,. dr. or.
. = L — L = —f + M X }"'}
di dt ot

Deoarece:

relatie ce exprima distributia campului vitezelor ale
punctelor unui solid rigid aflat in migcare de rotatie cu

axa fixa.



Proiectand relatia (18) pe axele sistemului de referinta
mobil Oxyz, rezulta:

(19)

Modulul vitezel este:
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Pentru determinarea acceleratiilor punctelor P, derivam
relatia (18):

Prin proiectarea relatia (22) pe axele sistemului de
referinta mobil:

a; =a,l +a;,j+a,k

€ =c¢k A

0
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Modulul acceleratiei este:

a|=.\a, +a, +a; =

(24)

=& ()7 +x7)+o |y

Proprietatile distributiei de viteze si acceleratii:

— vitezele (acceleratiile) punctelor rigidului ce apartin axei
de rotatie sunt nule;

— vitezele (acceleratiile) punctelor rigidului in migcarea de
rotatie cu axa fixa sunt plasate in plan perpendicular pe axa
de rotatie (v,,=0 , a,,=0);

— vitezele (acceleratiile) ce apartin unei drepte A; paralela
cu axa de rotatie sunt egale intre ele;

— vitezele (acceleratiile) punctelor solidului rigid ce apartin
unei drepte A,, perpendiculara pe axa de rotatie, au o
variatie liniara in functie de pozitia lor pe aceasta dreapta.



Distributia de viteze (acceleratii) pe o dreapta
paralela cu axa de rotatie




Miscarea de roto-translatie a solidului rigid

Un solid rigid executa o migcare de rototranslatie atunci
cand in tot timpul migcarii doua puncte apartinand acestuia
raman permanent pe o dreapta fixa Oz,.

Miscarea solidului rigid se poate descompune intr-o
migcare de translatie rectilinie in lungul axei fixe Oz, si o
migcare de rotatie efectuata in jurul aceleiasi axe.

Traiectoria unui punct oarecare P;, apartinand rigidului in
migcare de rototranslatie fata de axa fixa Oz,, este o curba
apartinand cilindrului circular drept avand ca axa de
simetrie axa Oz; si ca raza, distanta de la punctul P, |la axa
Oz,. La un moment oarecare, pozitia rigidului se poate
determina daca se cunoaste distanta OO, si unghiul 6.

Putem concluziona ca rigidul in migcare de rototranslatie
are doua grade de libertate.



Migcarea de rototranslatie a solidului rigid



Miscarea plan-paralela a solidului rigid

Un solid rigid executa o miscare plan-paralela daca in
tot timpul misgcarii, un plan apartinand acestuia ramane
suprapus cu un plan fix din spatiu.

Pentru studiul miscarii alegem doua sisteme de
referinta: unul fix O,;x,y,z; si unul mobil Oxyz, solidar cu
solidul rigid, al carui plan xOy ramane tot timpul miscarii
suprapus cu planul fix x,0,y;.

Solidul rigid in migcare plan-paralela are 3 grade de
libertate, deoarece sunt necesari 3 parametri scalari de
pozitie: x,,, Y1, Si 6 In determinarea pozitiei acestuia.






Miscarea plan-paralela a solidului rigid se realizeaza prin
suprapunerea unei migcari de translatie a acestuia,
efectuata paralel cu un plan-reper 1, cu 0 miscare de
rotatie a rigidului in jurul unei axe perpendiculare pe
planul Tr.

La un anumit moment t exista un punct pentru care viteza
acestuia este nula. Acest punct notat cu | se numeste
centru instantaneu de roftafie.

Locul geometric al punctelor succesive pentru care viteza
lor este nula se numeste axa instantanee de rotatie.

Locul geometric al CIR fata de sistemul de referinta mobil
se numeste rostogolitoare (centroida mobila).

Locul geometric al CIR fata de sistemul de referinta fix
poarta numele de baza (centroida fixa).



Miscarea de rotatie a solidului rigid in jurul
unul punct fix




in cadrul miscarii de rotatie a rigidului C in jurul
punctului fix O4, orice rotatie finita poate fi descompusa
intr-o infinitate de rotatii elementare in jurul punctului
sau fix. Acestea pot fi inlocuite, din punct de vedere al
traiectoriilor si distributiei campului de viteze, prin
rotatii elementare efectuate in jurul unor axe instantanee
de rotatie cu viteza unghiulara o.

Locul geometric al axelor instantanee de rotatie fata de
sistemul cartezian fix O;x;y;z, este o suprafata riglata
avand forma unei panze duble conice cu varful plasat in
punctul fix O;, numita axoida fixa. Fata de sistemul
cartezian mobil Oxyz, locul geometric al axelor
instantanee de rotatie poarta denumirea de axoida
mobila, fiind tot o suprafata rigida de forma unei panze
duble conice.



