_~ CAPITOLUL 1 3
INTRODUCERE IN STUDIUL TEORIEI PRELUCRARII
MASURATORILOR TOPO-GEODEZICE

1.1. CONSIDERENTE GENERALE

Instrumentul principal de cunoastere a lumii materiale il constituie
observatia si in cadrul acesteia, mdasurarea. Operatia de masurare
reprezinta un proces experimental de obtinere a informatiei sub forma
unui raport numeric, intre valoarea marimii fizice masurate si valoarea
unei alte marimi de acelasi gen considerata drept unitate de masura.
Scopul unei cercetari stiintifice consta in descoperirea legilor care
dirjeaza fenomenele naturale, spre a fi puse in slujba activitatii umane.
Pentru aceasta, este necesara imbinarea cercetarii stiintifice cu aplicatia
tehnica — practica, fara de care orice speculatie abstracta devine sterila.
Pentru realizarea acestui deziderat, prima conditie in alegerea marimilor
fizice, intelegdnd prin aceasta si marimile care intervin in tehnica si in
practica, este ca ele sa fie masurabile.

Din punctul de vedere al subordonarii metrologice, se deosebesc
mijloace de masurat etalon si de lucru. Etaloanele servesc la
reproducerea si pastrarea unitatilor de masura, precum si la verificarea
altor mijloace de masurat. Mijloacele de masurat de lucru servesc la
executarea operatjilor de masurare in procese tehnologice, in lucrari de
laborator etc.

Se cunoaste faptul ca daca o marime se masoara de mai multe ori, de
fiecare data se obtine o alta valoare chiar daca masuratorile se
desfagsoara in aceleasi conditii, de catre acelasi operator si cu
instrumente de mare precizie.

Cauza acestor neconcordante se datoreaza erorilor care afecteaza
intotdeauna o masuratoare, facand ca valoarea adevaratd a marimii
masurate sa nu poata fi cunoscuta niciodata.

Practic, neputand fi determinata valoarea adevarata a marimii masurate,
se cauta sa se determine o valoare apropiata de aceasta intr-un grad
mai mare sau mai mic functie de scopul pentru care se executa
masuratorile.



Apropierea marimii determinate fatda de valoarea sa adevarata
caracterizeaza precizia masuratorii.

Ca urmare, prelucrarea masuratorilor efectuate asupra unei marimi
urmareste obtinerea celei mai bune valori a acesteia si a diferentei
maxime intre valoarea determinata si valoarea adevarata.

Informatiile, care constituie baza concreta de date necesara rezolvarii
problemelor geodezice, fotogrametrice si topografice, provin din
observatiile efectuate asupra unor marimi cu care se lucreaza frecvent si
care, in principal, sunt reprezentate de masuratorile de unghiuri si
distante. Calitatea informatiilor obtinute din aceste masuratori este
functie directa de volumul observatjilor si de precizia instrumentelor de
masurat.

Se impune asadar, ca pornind de la scopul pentru care sunt efectuate
masuratorile sa se stabileasca valorile corespunzatoare ca marime i
precizie, luand Tn considerare aspectul economic referitor la volumul
strict necesar si suficient al observatjilor care se impun. Teoria erorilor
de masurare sau teoria prelucrarii masuratorilor topo-geodezice
intervine cu succes si rezolva favorabil aceste aspecte. Teoria prelucrarii
masuratorilor topo-geodezice, prezinta o importanta deosebita pentru
practica masuratorilor terestre, datoritd volumului impresionant de
observatii ce trebuie executate, prelucrate si compensate in vederea
obtinerii valorilor lor celor mai probabile, ca si pentru evaluarea cat mai
corecta si mai completa a preciziei.

Cunoscandu-se cat mai exact marimile erorilor medii ale fiecarui
argument masurabil in parte, se poate determina eroarea medie a unei
functii de aceste argumente. In acest fel, se poate rezolva problema
inversa a erorilor de masurare, in cadrul careia, fata de o eroare maxima
impusa apriori unei functii ce urmeaza a se determina, se va stabili inca
din faza de proiect, care trebuie sa fie erorile maxime cu care se vor
masura pe teren argumentele componente. Aceasta da posibilitatea
stabilirii preciziei optime de masurare, cu avantaje economice
importante.

Astfel, la realizarea unei retele de triangulatie, necesara ridicarilor
topografice, a unei retele de microtriangulatie, necesara pentru
urmarirea comportarii unei constructii, studiul preciziei de determinare a
pozitiei punctelor retelei se face inca din faza de proiectare, functie de
configuratia retelei si de precizia cu care se vor executa masuratorile pe
teren. Acest studiu va urmari ca erorile in pozitia punctelor, sa se
incadreze in tolerantele impuse anticipat. La sfarsit, prin compararea



erorilor post-procesate cu erorile stabilite anticipat, se va putea aprecia
corectitudinea studiului facut.

Studiul erorilor de masurare prezinta o importanta cu totul deosebita in
acele domenii ale masuratorilor terestre (Geodezie, Fotogrammetrie,
Cartografie si Topografie), in care exigentele impuse in privinta preciziei
sunt deosebit de ridicate.

Se subliniaza faptul ca de fiecare data in practica masuratorilor terestre
trebuie avuta in vedere precizia optima necesara. Aceasta deoarece o
precizie exagerata produce cheltuieli inutile de forta de munca, de
mijloace materiale si de timp, iar o precizie insuficienta duce la o calitate
slaba a rezultatelor obtinute din masuratori.

Toate lucrarile de topografie si geodezie se bazeaza pe masuratori
efectuate in scopul determinarii pozitiei diferitelor obiecte si fenomene
din spatiul terestru. Aceste masuratori se refera in special la marimi
liniare (lungimi) si la marimi unghiulare (unghiuri).

Asa cum rezulta din definitie, orice proces de masurare presupune, in
primul rand, existenta unei unitati de masura in raport de care sa fie
exprimata valoarea observata.

De-a lungul timpului s-au utilizat diferite unitati de masura, in prezent,
majoritatea tarilor lumii, printre care si Romania, a adoptat Sistemul
International de Unitati (Sl).

1.2. SCURTA CLASIFICARE A MASURATORILOR

Masuratorile pot fi clasificate dupa urmatoarele criterii:
Dupa modul de obtinere a marimii fizice care ne intereseaza:
a) Masurétori directe, la care marimea fizica considerata se compara
direct cu unitatea de masura, fiecare masuratoare efectuata generand
cate o valoare a marimii masurate.
Exemple de masuratori directe:

e masurarea unui unghi cu teodolitul;

e masurarea unei lungimi cu ruleta.
Se mai considera ca masuratori directe si anumite functii simple de
masuratori directe si anume:

o diferenta dintre doua marimi masurate direct (exemplu:

diferenta de nivel rezultata prin scaderea citirilor pe mira);
e produsul dintre 0 marime masurata si o constanta.



Un caz special al masuratorilor directe il constituie masuratorile
conditionate, definite ca masuratori directe ce trebuie sa satisfaca o
serie de conditii geometrice sau analitice.

Exemple de masuratori conditionate:

1. Intr-o retea de forma triunghiulara au fost masurate toate unghiurile.
Teoretic, acestea trebuie sa indeplineasca conditia din geometria plana
ca suma lor sa fie egala cu 200°9.

2. Suma diferentelor de nivel intr-o drumuire inchisa, trebuie sa fie egala
Cu zero.

b) Masuratori indirecte, la care valoarea marimilor care ne intereseaza
se obtine prin intermediul altor marimi masurate direct, acestea fiind
functional dependente intre ele.

Exemple de masuratori indirecte:

1. Determinarea coordonatelor punctelor unei retele geodezice prin
masuratori liniare, dependenta intre marimile de determinat (x;, yi) si
marimile masurate direct (D,_; ), fiind:

D, =/(x; = x)2+(y; -, )?

(1.2)
2. Determinarea elementelor elipsoidului de rotatie pamantesc (semiaxa
si turtirea), prin masurarea lungimilor de arc de meridian si de latitudini.
Sfera masuratorilor indirecte este mult mai largda decat cea a
masuratorilor directe, primele fiind de multe ori si mult mai simple.
Exista si anumite marimi care practic nici nu pot fi masurate direct, de
exemplu determinarea densitatii care se face in functie de volum si
masa (marimi ce se pot masura direct), 6 = AV, M) sau determinarea
unor constante fizice cum ar fi acceleratia gravitationala.

Dupé conditiile in care sunt executate:

a) Masuratori de aceeasi precizie, cand se efectueaza cu acelasi
instrument, de catre acelasi operator, prin aceeasi metoda de lucru si in
aceleasi conditii de mediu. n acest caz se poate considera ca tuturor
acestor masuratori le putem acorda aceeasi incredere.

b) Masuratori de precizii diferite (ponderate), cand unul din factorii de
mai sus difera, deci nu mai putem acorda aceeasi incredere tuturor
masuratorilor, unele fiind determinate mai precis decat altele.

Dupa legétura dintre ele:
a) Masuratori dependente



Daca ansamblul conditiilor in care se efectueaza o masuratoare
influenteaza total sau partial rezultatul altei masuratori, se spune ca
acestea sunt dependente intre ele.

b) Masuratori independente

Sunt acele erori care nu se influenteaza reciproc.

Corelatia sau dependenta intre marimi se exprima cu ajutorul unui
coeficient empiric de corelatie, dedus experimental pe cale statistica
efectudand mai multe masuratori.Aceste determinari insa sunt foarte
greoaie.

Dupa numarul lor:

a) Masuratori necesare definite prin numarul minim de masuratori, cu
ajutorul carora se poate stabili valoarea marimii considerate.

b) Masuratori suplimentare efectuate in vederea ridicarii preciziei de
masurare sau a preintampinarii eventualelor greseli ce pot aparea.
Aceste masuratori suplimentare determina numarul gradelor de libertate
ale retelei respective.

1.3. SCURTA CLASIFICARE A ERORILOR DE MASURARE

Se numeste eroare diferenta dintre valoarea masurata si valoarea
adevarata a unei marimi fizice:

e=M-X,

(1.2)
in care prin M s-a notat valoarea obtinuta prin masurare, iar prin X,
valoarea adevarata.
Valoarea reala a unei marimi nu poate fi determinata niciodata din
cauza inexactitatilor si erorilor de masurare care apar in procesul de
masurare .
Aceasta imposibilitate poate fi generata de o serie intreaga de cauze
cum ar fi: variatia in timp a obiectului masurat, imperfectiunea organelor
de sim{ ale operatorului, imperfectiunea aparaturii si a metodelor de
masurare, influenta conditiilor exterioare.
Erorile pot fi clasificate dupa cum urmeaza:
Dupéa modul de alegere a marimii nominale:

a) Erori reale (adevérate),s; in cazul in care valoarea de referinta
(nominala) se considera valoarea reala X a marimii respective:



(2.3)
Deoarece valoarea adevarata X a unei marimi nu este accesibila,
inseamna ca nici eroarea adevarata ¢ nu poate fi cunoscuta.
b) Erori aparente (probabile), v; in cazul in care se considera ca valoare
de referinta, valoarea probabila a marimii respective:

*v,=M, -M

(1.4)
Valoarea probabila a unei marimi se considera a fi media aritmetica in
cazul masuratorilor de aceeasi precizie, sau media ponderata in cazul
masuratorilor de precizie diferita (ponderate).
Daca se schimba sensul unei erori se obtine corectia, deci ¢ =—e.

Dupa marimea lor:
a) Erori evitabile (erori grosolane, greseli)
Ele se pot evita printr-o atentie sporita in timpul procesului de masurare

Exemplu: erori la metri de masurare a distantelor cu ruleta; erori de
grade la citirea unghiurilor pe microscopul teodolitului.

Prin urmare, aceste erori grosolane sau greseli sunt cu un ordin de
marime mai mare decéat precizia de masurare .

Acest tip de eroare se evidentiaza imediat intr-un sir de masuratori
putand fi eliminata cu usurinta pe baza coroborarii datelor cu cele de la
alte observatji.

In calculele de compensare se considerd cd masuratorile nu sunt
afectate de erori grosolane.

b) Erori inevitabile ce nu pot fi eliminate indiferent de metoda folosita
sau de gradul de atentie al operatorului, ci doar diminuate.

Aceste erori pot fi clasificate dupa modul de actionare astfel:

- erori sistematice sunt acelea la care se cunosc cauzele care le
genereaza si legile dupa care actioneaza. Valoarea lor poate fi deci
determinata si in consecintia se poate corecta rezultatul obtinut din
masuratori.

Diminuarea erorilor sistematice se poate face prin:

- metoda de masurare (de exemplu la masurarea unghiurilor se
efectueaza determinari in cele doua pozitii ale lunetei, eliminandu-se
eroarea de colimatie)

- prin calcul, aplicandu-se corecfiii rezultatului (corectia de etalonare,
corectia de temperatura, etc. la masurarea distantelor cu ruleta)

- printr-o reglare mai buna a aparatelor



- reducand la minim ponderea observatjilor pentru care nu s-au putut
Tndeparta erorile sistematice

Erorile sistematice pot fi la randul lor constante sau variabile.

Exemplu: daca un etalon cu care se masoara distanta este mai scurt cu
1 cm, pentru fiecare introducere a etalonului in distanta de masurat, se
comite o eroare care isi pastreaza valoarea si semnul. Avem de-a face
cu o eroare sistematica constanta. Aceasta se propaga dupa legea
inmuliirii, adica eroarea totala este egala cu eroarea unitara inmultita cu
numarul care arata de cate ori intervine eroarea unitara in rezultatul
final:

(1.5)
in care: e, = eroare sistematica totala;

n numarul care arata de cate ori etalonul se cuprinde in
marimea

masurata;
e. = eroarea sistematica constanta unitara.

S
Eroarea sistematica variabila nu se propaga dupa legea liniara urmarita
de erorile constante, deci ea nu isi pastreaza tot timpul semnul si
valoarea.
Exemplu: eroarea de excentricitate a limbului, cand centrul acestuia nu
coincide cu centrul alidadei.

- erori intdmplatoare (accidentale) sunt acelea care influenteaza
intr-un mod intamplator, cu cantitati mici fiecare, dar apreciabile in total
si nu pot fi eliminate.

Erorile intdmplatoare pot fi diminuate prin efectuarea mai multor
masuratori. Ele se micgsoreaza de asemenea, prin perfectionarea
instrumentelor si a metodelor de lucru.

In studiul teoriei erorilor, se considerd c& masuratorile au fost corectate
de toate celelalte erori (greseli, erori sistematice) si sunt afectate numai
de erorile intamplatoare.

Schematic, aceasta clasificare s-ar putea reda sub urmatoarea forma:

CORELATIA MASURATORI - ERORI

[ N
MASURATORI ERORI
| ——
[ |
DIRECTE ‘ INDIRECTE ‘ REALE ‘ APARENTE

A o S o EVITABILE INEVITABILE
‘aceea3| precizie ‘preazn diferite | |aceeasi precizie | | precizii diferite

| | | | Intamplatoare | | Sistematice

Dependente Dependente Dependente Dependente
Independente Independente Independente Independente
Necesare Necesare Necesare Necesare

Suplimentare Suplimentare Suplimentare Suplimentare

‘ Constante ‘ Variabile




Figura 1.1 — Clasificarea si corelatia méasuratori — erori de masurare

CAPITOLUL 2
COMPENSAREA MASURATORILOR DIRECTE

In practica masuratorilor, pentru determinarea valorii unei marimi fizice,
de cele mai multe ori se executa un numar mai mare de masuratori
decat cel strict necesar. Scopul compensarii consta in aflarea celei mai
probabile valori a marimii, numita si valoare compensata, pe baza
totalitatii masuratorilor efectuate. Pentru obtinerea unor solutii unice,
este obligatorie aplicarea unui principiu, reprezentat in cazul de fata de
principiul sau metoda celor mai mici patrate, asa cum se va prezenta in
continuare.

In calculul de compensare, concomitent cu aflarea valorii compensate,
se efectueaza si evaluarea sau aprecierea preciziei rezultatului.

2.1. TEOREME FUNDAMENTALE ASUPRA ERORILOR
INTAMPLATOARE

in functie de valoarea cea mai probabild M a marimii masurate se
determina erorile intdmplatoare aparente v, .

v, =M;- M
tv,=M,-M
v, =M,- M



2.1)

Teoremal
Suma erorilor aparente *v;” este intotdeauna egala cu zero.
Prin insumarea relatiilor membru cu membru se obtine:
Ttv,tv,tv,t...xv, =M+ M, + M+ +M,-n-M (2.2)
Folosind notatiile Gauss:

[Vi]:[Mi]_n'M

(2.3)
Tindnd seama de relatia de definitie a valorii celei mai probabile

A/ . u : . .
M = u si inlocuind-o in expresia de mai sus obtinem:
n

n
(2.4)

[VI ] =0; n=zo
(2.5)
Teoremall

Suma patratelor erorilor intamplatoare aparente ’[vv]” trece printr-un
minim pentru valoarea cea mai probabila a méarimii masurate.

Se porneste tot de la expresiile erorilor aparente intdmplatoare definite
fata de valoarea M :

v, =M,- M
tv,=M,-M
*v,=M,;- M
tv,=M,-M

2.6
Daca s(e riczicé la patrat si se insumeaza aceste egalitati se va obftine:
Viv,]=v:+VZ 4+ +Vi=(M, - M) +.c. + (M, =M )?
(2.7)
Aceasta suma se prezinta ca o funciie de marimea M, deci:
vivi]=F(M)



F(M)=(M-M)?+(M,-M)?+.....+ (M
(2.8)
Se stie ca o functie trece printr-un minim atunci cand derivata de ordinul
I gste zero, iar derivata de ordinul Il este mai mare decéat zero:
F(IM)=-2(M,-M)-2(M,-M)-.....2(M_,-M) =0 (2.9)
de unde rezulta :

M = M, + M,+.....4+M

n

(2.10)
Aceasta teorema este foarte importantda in studiul teoriei erorilor,
justificand expresia valorii celei mai probabile.

2.2. ERORILE INTAMPLATOARE iN MASURATORILE DIRECTE

2.2.1. VALOAREA CEA MAI PROBABILA A UNEI MARIMI
MASURATE DIRECT

Daca o marime este masurata in mod direct, de mai multe ori, cu acelasi
instrument si in aceleasi conditii, se vor obtine rezultate apropiate, care
difera totusi cu cantitati mici.
Se poate afirma ca orice masuratoare directa este afectata de erori,
erori care fac ca valoarea adevarata a marimilor masurate sa nu fie
accesibila in practica.
Consideram ca asupra aceleeasi marimi M s-au executat
masuratori, rezultand valorile M;, M,,....,M ..
Daca aceste valori sunt suficient de apropiate, rezulta ca masuratorile
individuale sunt corecte.
Se considera ca valoarea cea mai probabila pentru acest set de "n”
masuratori, este media aritmetica a acestora:
M, +M, +...+M, [M,]

n n

” ”

n

M =

(2.11)
Acest procedeu s-a considerat la inceput ca fiind impus de logica
lucrurilor (postulatul lui Gauss-1809), dar ulterior a fost justificat prin
calculul probabilitatilor.




2.2.2. EROAREA MEDIE PATVRATICA A UNEI SINGURE
MASURATORI

Erorile aparente v,.= M ,-M caracterizeaza calitatea masuratorilor: cu
cat acestea sunt mai mici cu atat masuratoare a este mai buna, mai
precisa.
§ o . . V] . §
Daca se considera media erorilor aparente ==, aceasta ar fi egala cu
n

zero, deoarece [Vi]:o (conform primei teoreme). Acest rezultat ar

conduce la concluzia falsa ca masuratoarea este perfecta (nu exista
erori).

Pentru a scoate in evidenta eventualele erori mari si de asemenea
pentru a scapa de semnele acestor erori, in practica se admite eroarea

[vivi]

medie patratica =———, in care n reprezintda numarul de masuratori
n
efectuate.
Eroarea medie patraticd se noteaza cu m? si are expresia:
m2 = [Vivi]
n
(2.12)

sau, mai frecvent este folosita in calcul relatia :

(2.13)
Observatie: in cazul in care se efectueaza o singura masuratoare
asupra unei marimi se obtine rezultatul eronat: m = 0, adica

masuratoarea nu contine erori.

Formula care da expresia erorii medii patratice trebuie modificata astfel
ca in cazul unei singure masuratori sa avem de-a face cu o
nedeterminare matematica.

Tindnd seama de acest lucru, expresia lui m devine:

(2.14)



(pentru o singura masuratoare m ar deveni: m = i‘/a care este o

nedeterminare din punct de vedere matematic).

Este important sa se cunoasca valoarea erorii medii patratice pentru
aprecierea calitatii si a preciziei unei masuratori. Cu cat aceasta va fi
mai mica, cu atat masuratoarea va fi mai precisa.

2.2.3. EROAREA MEDIE PATRATICA A MEDIEI ARITMETICE

Aceasta eroare este definita ca diferenta algebrica pozitiva sau negativa
dintre valoarea cea mai probabila (M ) si valoarea reala ( X ), adica:

te, =M - X (2.15)
Consideram urmatoarele erori reale¢; :
g =M-X
+¢,= M,-X
+ e, =M, -X
(2.16)
Prin insumare: [¢,]= M,+ M,+......+ M
[, ]=[M;]-n-X
(2.17)

Dacd in aceastd relatie inlocuim [M,]= M,+ M,+....+ M, cu
valoarea ei n- M obtinuta din expresia mediei, rezulta :

[&:] = n- (M -X)
(2.18)

[gi ]: n-e,

(2.19)

(adica, suma erorilor intdmplatoare reale este diferita de zero).
Prin ridicare la patrat rezulta:

[&i6:]= ne, % Z[gigj]
(2.20)



Pentru un numar mare de masuratori se poate considera ca : [¢s,]=
n?.e,? deoarece erorile g;,&; fiind unele pozitive, iar altele negative,

suma dublelor produse tinde catre zero.
Din aceasta relatie rezulta ca eroarea medie patratica a mediei
aritmetice va fi egala cu :

2.21
S-a vé(zut Tr%sé ca marimea erorilor reale nu poate fi cunoscuta, astfel
Tncat aceste erori vor trebui inlocuite prin erori aparente.
Stim ca: tv,=M,-X
=M, -M
Se poate scrie ca ¢, = £ v, + (M -X ), folosindu-se un mic artificiu de
calcul

-+

&=t v, te,
(2.22)

Daca se determina din masuratori valoarea unei marimi de "n” ori, vom
avea:

2.23
Se ridiéé la z)étrat aceste relatii si se aduna, obtinandu-se:
el =V} +e’ +2vie
g5 =Vi +e; +2v,e,
gl =vi+el+t2v.e,
(2.24)
rezulta ca:
[si]=[viv,]+n-e;
(2.25)
si tinand cont de relatia: [¢,s, | = n? - e, se poate scrie:



n%e?=[vv,]+n-e?
(2.26)
Deci:

V: V;
e =+ —[ i)
n(n—1)
(2.27)
Raportand aceasta valoare la cea a erorii medii patratice a unei singure
masuratori se poate observa relatia de legatura:

m
e, =t—

" Jn
(2.28)

adica, eroarea medie patratica a mediei aritmetice se reduce
proportional cu radacina patrata din numarul de masuratori.

2.3. APLICATII PRIVIND CALCULUL MEDIEI $I DISPERSIEI
VARIABILELOR ALEATOARE

Aplicatia 1
Fiind dat un vector aleator X = (10,8,6,4,2,0).
Sa se calculeze media si dispersia acestuia precum si dispersia de

selectie.
Media
2% 10+8+6+4+2+0 30
M(X)=X=2 =x= +8+6+4+2+ _30_¢
n 6 6
Dispersia

Z(Xi_)_()z
D*()=0*(x) = M {x—xf }=———
57(x) = (10-5F +(8-5) +(6-5f +(4-5)° +(2—-5 +(0-5)
6

= 0 =11,66
6

= o°(x) =11,66



Dispersia de selectie

Zn:(xi _)_()2
S%(x)=4L—— —

2(y_ (10-5F +(8-5) +(6-5) +(4-5) +(2-5/ +(0-5 70
= S%(x)= 51 =

= S?(x) =14
Aplicatia 2
S& se calculeze covarianta de selectie si coeficientul de corelatie
corespunzator pentru vectorii:

X =(8,6,4,2,0)

Y =(-4,0,1,6,2)

Se calculeaza media celor doi vectori:

n

2%

M(x)=>_<= ) :)—(=8+6+4+2+0=§=4
n 5 5
ZYi
- = - —4+0+1+6+2 5

Covarianta de selectie:
Z(Xi _)_(Xyi _9)
_ =1
S (Xv y) - n—1

Pentru vectorul X, covarianta de selectie are relatja:

n

Z(Xi _X)2
¥

(8-4) +(6-4)" +(4-4) +(2-4)° +(0-4) _
4

S = i=1

o n-1
_ /47:):@



S, =\-
n-1
_ /%zm

> (x —xy —y): 4-(5)+2-(-D+(0:0)+(=2)-5+ (41 _

\/(—4—1)2 +(0-1° +(-1)° +(6-2)° +(2-1)° _

4

S (x,y)="2 =
(x.y) n-1 4
4
Coeficientul de corelatie:
p_Sxy -9 -9
¥ S-S, 10413 V130
Aplicatia 3

Sa se calculeze matricea de varianta - covarianta corespunzatoare
pentru vectorii:

X = (10,8,4,6,2)
Y =(4,-2,0,6,2)
Z =(0,1,0,-4,-2)

Sa se arate daca acesti vectori sunt independenti sau nu.
Se calculeaza media celor trei vectori:

>x
M(x):§:i:1 :)—(:10+8+4+6+2:@:6
5 5
- iZ_l:yi — 44(-2)+0+6+2 10
M(y)=y="t—=y= =7 =2
5 5
DI A4 (=)  —
M(z)=z=2 =700+ _—5_
n 5 5

Matricea de varianta-covarianta are forma:



Calculul covariantelor:

_Zn‘,(Xi _)_(XYi _9)

S (xy)=t——7 =
_(10-6)4-2)+(8-6)-2-2)+(4-6)0-2)+(6-6)6-2)+(2-6)2-2) _
5-1

S(x, y):%:l
> (x %z, ~2)

S (x,2)="2 — =
_(10-6)0+1)+(8-6)1+1)+(4-6)0+1)+(6-6)-4+1)+(2-6)-2+1) _
5-1

S(x,z):¥:2,5
Zn:()’i _gxzi _E)
S (y2)=———=
(4-2J0+2)+(-2-2)1+1)+(0-2)0+1)+ (6 -2)-4+1)+(2-2)-2+1) _
5-1
S(y,2)=—2> =5
5. _s. - le(x x _(10-6F +(8-6] +(4-6F +(6-6F +(2-6F _40
X n-1 4 4

n

M

faN

s =5, =% by -xf _(4-2f +(-2-2F +(0-2f +(6-2F +(2-2F _40_
y n-1 4 4




n

—\2

z -1

5. - Z‘( ') _(0+1)° +@+2)° +(0+1)° +(-4+1)] +(-2+1)° _16
v n-1 4 4

Matricea de varianta-covarianta se poate scrie cu urmatoarele valori,

fiind

simetrica in raport cu diagonala principala:

S

10 1 25
S,.=| 1 10 -5
25 -5 4

Aplicatia 4

Se considera urmatoarea functie :
F(xyz)=2x? + 2y*—z +4xy +2

si vectorii aleatori :

x =(7,5,4,0,6)
y =(-2,0,2,1,4)
z=(0,1,0,2,4)
Pentru functia F(x,y,z) se cunosc valorile medii si matricea de varianta—
covarianta.
Sa se calculeze media si dispersia acestei funciii.
2% 7+5+4+0+2 22
M(X)=X=i:1 :)_(= +o+4+U+ _%%_44
5 5
;yi - —2+0+2+1+4 5
M(y)=y= =y= =c-=1
5 5
_ 2h 041404244 7
M(Z)=Z=i=l =7= TiAUF + =_=1,4
n 5) 5)

Media functiei F(xyz):
F=2x 42y —24+4xy+2=2-44>+2.12 ~14+4-4,4-1+2 =58,92
Calculul dispersiei functiei F:

=4



2

, (oF\ , (oF , (6FY , (oFY oF
Or=|—| oyt —| oyt —| 0, t2— | oyt
oX Jx ¥ J5 0z ); ox N\ oy
oF \ oF oF \ oF
+2 | o, +2 = | = oy,
ox N\ oz oy \ oz

_ an:(xi _;Xyi _9) _a

Oy="t———=—=-1
n-1 4
ze = g(XI _XXZI _Z): _1,8 = __0,45
n-1 4
Z(yi _yxzi _E) 1
GyZZ':l—: =275
n-1 4
Sl xS
O, =0,=" —29’2—7,3
X n-1 4
I
O =0 = i=1 :—:5
Wy n-1 4

O-ZZ=GZ=. = =2’8
: n-1 4

Derivatele functiei F in raport cu necunoscutele X,y si z au urmatoarele valori:

F o Ax+4y—4.44+4.1-216
OX

F 4y +ax=4.1+4-44-216
oy

F_4

0z

Valoarea dispersiei functiei F in raport cu necunoscutele x,y si z se va scrie:
ot =(ax+ayf 73+ @y +ax) -5+ (-1 - 2.8+ 2(ax + 4y 4y + 4x)-1)+

2(ax + ay)-1)—0,45)+ 2(4y + 4x)-1)- 2,75 =

= 466,56 - 7,3+ 466,56 -5+ 2,8 — 933,12 + 19,44 - 1188

= o} =4709,028



Probleme recapitulative

1. Fiind dat un vector aleator w = (-5,2,0,6,1,2).

Se cere sa se calculeze media si dispersia acestuia precum si
dispersia de selectie.

2. Sa se calculeze covarianta de selectie si coeficientul de corelatie
corespunzator pentru vectorii:

A =(17,-58,-11)

B=(2,4,-6,0,3)

3. Sa se calculeze matricea de varianta - covarianta corespunzatoare
pentru vectorii:

P=(4,71.3)

Q=(-50437)
Sa se arate daca acesti vectori sunt independenti sau nu.

4. Sa se calculeze matricea de varianta - covarianta corespunzatoare

pentru

vectorii:
X, =(2,4,7,1,3)
X,=(-5,0,4,37)
X;=(—-5,0,4,37)

Sa se arate daca acesti vectori sunt independenti sau nu.

5. Se considera urmatoarea functie :
F(x,y)=3xy —2x* + 4y* —12
si vectorii aleatori :
x=(1,2,3,4,5)
y =(-2,0,4,6,1)
pentru care se cunosc valorile medii si matricea de variantad —covarianta.
Sa se calculeze media si dispersia acestei funciii.

6. Se considera urmatoarea functie :
F(X,y,2)=4x® -2y? +4z +2xy —3y%z* -12



si vectorii aleatori :

x =(0,1,3,4,2)
y =(-2,1, -4,0,3)
z=(-3,0,1,5,2)

pentru care se cunosc valorile medii si matricea de varian{ad —covarianta.
S3 se calculeze media si dispersia acestei funciii.

2.4. DETERMINARI iN CAZUL VARIABILELOR INDEPENDENTE

Aplicatia 1

Se considera 10 valori reprezentand lungimea dintre doua puncte,
obtinuta in urma a 10 masuratori independente de aceeasi precizie. Se
cere sa se calculeze valoarea cea mai probabila si abaterea standard
ale distantei masurate.

Tabel 2.1
Nr.masur. Valoarea masurata (m)
103,543
103,567
103,538
103,556
103,549
103,561

OO WIN|F




7 103,559

8 103,550

9 103,548

10 103,554

> 1035,525

Tabel 2.2
Nr. Valoarea Vi=M - M vi©
masuratoare masurata (mm)

1 103,543 9,5 90,25
2 103,567 3,5 12,25
3 103,538 14,5 210,25
4 103,556 -3,5 12,25
5 103,549 -145 210,25
6 103,561 -8,5 72,25
7 103,559 -6,5 42,25
8 103,550 2,5 6,25
9 103,548 4,5 20,25
10 103,554 -1,5 2,25
> 1035,525 Svi=0,0 >vi? = 678,50

Valoarea cea mai probabila a distantei, calculata pe baza masuratorilor
executate este media aritmetica, care rezulta M = 103,5525 m.
Calculul abaterii standard este efectuat in coloanele tabelului, rezultand:
Ou= 5785 _ 75,39 mm?,
10-1
respectiv. oy = 8,68 mm,
astfel ca valoarea distantei cerute este 103,553 m + 8,68 mm.

Aplicatia 2

Pentru determinarea unghiului format de doua directii orizontale, catre
doua puncte A si B intr-un punct de statie, se executa masuratori
repetate ale directiilor unghiulare catre cele doua puncte, obtinand
valorile din tabelul urmator. Se cere sa se calculeze valorile cele mai
probabile ale directiilor masurate si coeficientul de corectie al celor doua
masuratori.

Tabel 2.3



Nr. masur. Punctul A Punctul B
1 132.61.87 205.48.39
2 132.62.11 205.48.02
3 132.61.99 205.48.41
4 132.61.81 205.48.33
5 132.62.25 205.48.17
6 132.62.03 205.48.43
7 132.61.95 205.48.11
8 132.62.18 205.48.27
9 132.61.84 205.48.16
10 132.62.13 205.48.23
) 1326.20.16 2054.82.52

Valorile cele mai probabile ale celor doua directii unghiulare sunt:
da = 132.62.01,6
ds = 205.48.25,2
Cu acestea se calculeaza corectiile v; si abaterile standard de selectie.
Rezultd variantele o2 = 2034,40 sec? si o %g = 1717,60 sec?, din care
se poate concluziona ca masuratoarea catre punctul B este mai precisa
decét cea catre A.
Din variantele celor doua masuratori se calculeaza abaterile standard
o, =15%,03
o, =13%,81
astfel ca valorile masurate ale celor doua directii se scriu sub
forma:
da =132.62.02 +0.00.15,03
ds =205.48.25 +0.00.13,81

Covarianta celor doud méasurétori este o ag= —446.04 _ —49,56 sec?,
Coeficientul de corelatie este p pg = _ 4956 —0.239
15,03-13,81
Tabel 2.4
Nr. Masuratori Corectii v;
mas. A B A B

1 132.61.87 | 205.48.39 | -14,6 13,8

2 132.62.11 | 205.48.02 94| -23.2

3 132.61.99 | 205.48.41 2,6 15,8

4 132.61.81 | 205.48.33 | -20,6 7,8




5 132.62.25 | 205.48.17 23,4 -8,2
6 132.62.03 | 205.48.43 1,4 17,8
7 132.61.95 | 205.48.11 - 6,6 -14,2
8 132.62.18 | 205.48.27 16,4 1,8
9 132.61.84 | 205.48.16 -17,6 -9,2
10 132.62.13 | 205.48.23 114 -2,2
)Y 0,0 0,0
Tabel 2.5
Vi2 ViA.ViB
A B

213,16 190,44 -201,48

88,36 538,24 -218,08

6,76 249,64 41,08

424,36 60,84 -160,68

547,56 67,24 -191,88

1,96 316,84 24,92

43,56 201,64 93,72

268,96 3,24 29,52

309,76 84,64 161,92

129,96 4,84 -25,08

2034,40 1717,60 -446,04

Aplicatia 3
Sa se calculeze valoarea cea mai probabila, varianta si abaterea
standard pentru
unghiul determinat de directiile unghiulare A si B masurate in exemplul
urmator:

a=d, —-d,=205.48.25,2 - 132.62.01,6 = 72.86.23,6

ol=0cf+0i+2-0, = 1717,60 + 2034,40 — 99,12 = 3652,88
sec’;
Abaterea standard a unghiului calculat este o, =/c> = 60,44 sec, deci

valoarea sa se va scrie:
a =72,862+0.00.60,44

Aplicatia 4



Intr-un dreptunghi s-au masurat direct lungimea si latimea rezultand:
L=54,35 +0,05 [m]
| =16,28 £0,02 [m]
Sa se calculeze valoarea medie (cea mai probabila) a suprafetei
precum si eroarea acesteia (abaterea standard).

S=L-I
S =1 +L=16,28 - 54,35=884,82m?
S =884,82m?

Abaterea standard se calculeaza cu relatia:

2 2 %
o7 _|[95) . 52.(95) 2| -
T8 TVOs _|:(8LJL GL+(5| ). Gl:l -

— (202 + 2c2)?
o = {(16,28-0.05)2 +(54.35-0.02)° }% =+1.36m?
o, =+1.36m?

Aplicatia 5
Intr-un triunghi dreptunghic s-au masurat direct catetele obtindndu-se
urmatoarele rezultate.
b =43,85 +2cm
¢ = 97,26 £5cm.
Sa se calculeze ipotenuza si eroarea acesteia.
Notam ipotenuza triunghiului:

a=+b%+c?
a= \/43,852 +97,26° =106,68m
Dispersia — abaterea standard:

02—[@j202+(8 jz-az __ A P
by "o \ec) f ob’+c? | 2br+c?

24385, . 2.97.26 5em? —

2./43.852 +97.262 2./43.852 +97.262

=0,41. 0,04+0,91- 0,25=0,24

o, =+4.9cm



Aplicatia 6

Un unghi a fost masurat in conditii identice de 5 ori obtinandu-se valorile
din tabel (coloana M?). Se cere si se calculeze valoarea cea mai
probabila a unghiului si parametri preciziei.

Tabel 2.6
Nr. crt. | Valoare masuratéa | Valoare reduséa Corectia
M° x=M;*-Mo vi=M-M°
1 18.75.40 +10*° -3%°
2 18.75.37 +7° 0
3 18.75.36 +6°° +1°°
4 18.75.34 +4° +3°
5 18.75.38 +8° -1°°
0 Mo=18975°30 [X]=+35% 0

Se considera valoarea de referintd Mo= 18975°30°
[x]= +35% (eroare de neinchidere )

m _+35
n 5
— Media: M = M, +m =18.75.30+ 7% =18.75.37
n

= +7 (eroare peunitatea de masura )

Pentru calcululg’ corectiilor se foloseste relatia:

vi= M-M;
V1 — _3cc
v, =0
vy, =1%
V4 —_ 3CC
vy =-1%

[vv] = 20°° din care rezulta varianta:
o2 — [vv] _ 20%
n—1 4
- Abaterea standard pentru o masuratoare:

— 5CC




o, = iW/[V—Vl =2% 24
n_

- Abaterea standard a mediei:

cc
o T 2724 e

Jn BT
Valoarea unghiului masurat va fi:
0 =18.75.37 +1*

Aplicatia 7

Pentru determinarea cotei unui punct P din trei puncte A,B,C de cota
cunoscuta, s-au masurat 3 diferente de nivel rezultdnd urmatoarele
date:

Tabel 2.7
Punct Cota HP Diferenta de nivel Ponderea
(m) masurata (p)
OH? (m)
A 86,144 +1,386 1,3
B 89,710 -2,172 0,6
C 87,022 +0,511 0,9

A

Figura 2.1 — Retea de nivelment geometric



Sa se calculeze valoarea cea mai probabila a cotei punctului P gi
precizia de determinare, considerand valoarea de referinfa Hp =
87,500m
Se calculeaza 3 valori pentru cota punctului P, valori carora li se
atribuie ponderea diferentelor de nivel din care au fost calculate:

Tabel 2.8
Traseu Cota Pondere Valoare Pi - Xi
calculata (i) redusé
(H) Xi=Hi-Ho
[mm ]
A-P 87,530 1,3 +30 39,0
B-P 87,538 0,6 +38 22,8
C-P 87,533 0,9 +33 29,7
Ho=87,500 (m) [pi=2,8 91,5
Tabel 2.8
Corectii Pi Vi
vi={[p X}/[p]}-Xi [mm ]
2,7 +3,5
-5,3 -3,2
-0,3 -0,3
0

Se considera valoarea de referinta Ho = 87,500 m fata de care se
calculeaza valorile reduse x; = Hj— Hg

[pi Xi] — 9115

[P] 2,8
Se calculeaza [pix] =915
Se calculeaza valoarea cea mai probabila a cotei:
Hn = 87,500m + 32,7mm
Hm =87,533m
Se calculeaza [pvv] =26,41

=32, 7mm

Evaluarea preciziei méasuratorilor
- Se calculeaza varianta :

> [pvv] 26,41
n—-1

o =13,20mm



- Abaterea standard a unitatii de pondere:

- Abaterea standard a mediei:

o, + 3,63
=_0 =———=2,2mm=0,002m
5 =/ g~ i

n >

Valoarea cotei punctului P va fi:
Hp= 87,533 £ 0,002m

Compensarea diferentelor de nivel masurate
- Calculul diferentelor de nivel compensate:

OH;i = DHiO +V;
- Abaterile standard pentru valorile [1H;:
o, = 9o
;=
\/ Bi
Tabel 2.9
Pct Dif. de Corectii | Dif. de nivel mf Cota
nivel mas. | vi[m] | compensate | [mm] | calculata
Hp [m]
A +1,386 +0,002 +1,3887 3,2 87,5327
I
B -2,172 -0,0053 -2,1773 4,7 87,5327
C +0,511 | -0,0003 +0,5107 3,8 87,5327

Determinarea cotelor punctului
compensate:
Hp=Ha+L Hcomp
Hp=Hg+Hcomp
HP:HC"'DHcomp

Aplicatia 8

Pentru determinarea inal{imii unei cladiri se masoara de mai multe ori cu
ajutorul unui teodolit unghiurile verticale ¢; si cu ajutorul unei rulete se
masoara distanta orizontala d, valorile obtinute fiind trecute in tabelele

de mai jos.

P functie de diferentele de nivel



Tabel

2.10
Nr. mas. Unghiuri verticale (grade)
o Ol2
1 100.62.50 97.69.60
2 100.62.30 97.69.80
3 100.62.40 97.69.50
4 100.62.50 97.69.70
5 100.62.40 97.69.60
6 100.62.60 97.69.50
Mo =100.62.30 Mo =97.69.50
Tabel 2.11
Nr. Distanta orizontala “d”
mas.

1 132,530

2 132,560

3 132,580

4 132,550

Mo =132,500m

Se cere valoarea cea mai probabila a tnalfimii cladirii si precizia de
determinare a acesteia.

A
Ay
oy T
- - - o
D B

Figura 2.2 — Determinarea inaltimii unui obiectiv

Din figura se observa ca:
H=AO+OB=d ctgay — d ctgan=d (ctge, —Ctgn1)



Deci, inaltimea cladirii se obtine ca functie de valorile masurate direct d,
a1, 2.

Etapa 1 — Compensarea masuratorilor unghiului vertical cy

Tabel 2.12

Nr. | Valoarea masuratd | Valoare méasurata Corectia
crt. M%) — o Mi°-Mo () (Vi)

1 100.62.50 +20°° -5

2 100.62.30 0 +15°

3 100.62.40 +10*° +5

4 100.62.50 +20°° -5

5 100.62.40 +10°° +5%

6 100.62.60 +30°° -15°°
) Mo =100.62.30 [X] = +90°° [vil=0

Etapa 2 — Compensarea masuratorilor unghiului vertical o,
Tabel 2.13

Nr. | Valoarea méasurata | Valoarea reduséa Corectia
crt. M%)— (X)) (Vi)

1 97.69.60 +10*° +2°

2 97.69.80 +30°° -20°°

3 97.69.50 0°° +12%

4 97.69.70 +20°° -8

5 97.69.60 +10°° +2°

6 97.69.50 0%¢ +12%

) Mo =97.69.50 [X]=+70% [v] =0

Valorile de referinta se aleg:
a1— Mp=100.62.30
ar— Mp=97.69.50
Se calculeazi valoarea redusa: x; =M>-Mq si [X]
Eroarea pe unitatea de masura:

[x] + 15°
n  \412°

Calculul valorilor medii pentru o3 Si oz:



M =I\/Io+m=

n

100.62.45
97.69.61

Calculul variantei:
vv] 550
62 — [ ] — :110CC
n-1 5
Abaterea standard pentru o masuratoare:

o, ==, /—[Vv]l =+10,49°°
n—

Abaterea standard a mediei:

o, 10,49 cc
oy = = =343
o Un e
Pentru as:
o2 — [vv] _ 684 — 136 8
n—1 5
oy = & r[]V—V]l — +11°°,70

Valoarea finala a unghiurilor va fi:
a1 =100.62.45 + 4°°,3
ar=97.69.62 + 4°8

Etapa 3 - Compensarea masuratorilor de distanta
Se alege valoarea de referinta: Mp= 132,500 m

Tabel 2.14
Nr. Valoarea Valoarea redusé Corectia
crt. mdsurata Xi=M°-Mg Vi=M-M,°
M;°(m) (mm) (mm)
1 132,530 +30 +25
2 132,560 +60 -5




132,580 +80

3 -25
4 132,550 +50 5
> Mo=132,500 [X]= 220 [v]=0
X 22¢cm
u = =5,5cm
n 4

M =M, + X1 132 555(m)
n

o — [vwv] 550

=110mm
n—1 5
Calculul variantei:
aZZM:E:433mm
n-1 4

Distanta: d =132,555m +1,04cm

oy = 2% = +1,04mm

Valoarea cea mai probabila (medie) a inal{imii cladirii este:
H= d[ctg(e2)- ctg()]=132,555[ ctg(97.69.62) —ctg(100.62.45)]= 6,099m

Pentru determinarea parametrilor preciziei trebuiesc calculate derivatele
partiale in raport cu cele trei variabile o, o, d:

oH

Ej = ctg (a,) — ctg (e, ) = 0,046

oH J: 4 _132568(cm)
da, ) sin?a,

oH J: . (zj =13272,9(cm)
oa, ) sin‘a,




Varianta functiei de mai multe variabile:

, (eFY , (eFY)
G(F): —— '()-1+ S '62+ .............
ou, oy,

) _(aFJZ , (aFJZ , (8F jz ,
Oy =|—=5| Oat|=—| Out|=—| 0O =
ad ), oa, ), oa, ),

2 2
— 0,046 -1,02cm? +13256,8%cm® (EJ 113272.92 Cm{ 4.8j

P P
Unde “p’ reprezinta coeficientul de transformare din secunde in radiani:
£°°= 636620
or)°=0,002116cm?+ 0,0080cm*+0,010cm? = 0,0201cm?
or) = 0,14cm
Valoarea cea mai probabila a inal{imii cladirii se poate scrie astfel:
H=6,099m *1,4mm

Probleme recapitulative

1 - Pentru determinarea unui unghi catre doua puncte de detaliu, se
executa masuratori repetate ale directiilor unghiulare catre cele doua
puncte, obtinand valorile din tabelul urmator.

Se cere sa se calculeze valorile cele mai probabile ale directjilor
masurate si coeficientul de corelatie al celor doua masuratori.

.Tabel 2.15
Nr. masur. Directia 1 Directia 2
1 204.61.17 317.48.51
2 204.62.25 317.48.27
3 204.61.75 317.48.94
4 204.61.44 317.48.30
5 204.62.07 317.48.24
6 204.62.83 317.48.64

2 - Se considera 4 valori reprezentand lungimea dintre doua puncte,
obtinuta in urma a 4 masuratori independente de aceeasi precizie.




Se cere sa se calculeze valoarea cea mai probabila si abaterea
standard ale distantei masurate.

Tabel 2.16
Nr.masur. Valoarea masurata (m)
1 74,218
2 74,217
3 74,210
4 74,224

3 - Pentru determinarea cotei unui punct “B” din cinci puncte C,D,E,F,G
de cota cunoscuta, s-au masurat 5 diferente de nivel rezultédnd
urmatoarele date:

Tabel
2.17
Punct | Cota “H°"(m) Diferenta de nivel masurata | Ponderea (p;)
OHL (m)
C 50,210 +0,286 0,2
D 52,400 -1,810 1,3
E 51,100 -0,604 0,9
F 54,600 -4,100 0,6
G 51,200 -0,740 1,1

Sa se calculeze valoarea cea mai probabila a cotei punctului P si
precizia de determinare, considerand valoarea de referinfa Hp =
50,000m.



CAPITOLUL 4

EVALUAREA PRECIZIEI DETERMINARILOR UTILIZAND
ELIPSA ERORILOR

La masuratorile de precizie, pe langa valorile probabile ale marimilor masurate sau
deduse indirect ne intereseaza si precizia acestora.Aceasta problema se pune deci si
in cazul retelelor geodezice.

Pozitia planimetrica a unui punct in urma compensérii depinde de doi parametri: X si
Y , deci avem de-a face cu un sistem bidimensional de incredere care reprezintd o
elipsa. Erorile medii patratice m, si m, calculate in urma compensarii isi schimba

insa valorile la o rotatie a axelor de coordonate ceea ce produce o neuniformitate_in
aprecierea preciziei.

In acest caz este necesar s& se construiasca elipsa erorilor, care este independent&
de sistemul de axe ales. Cu ajutorul elipsei erorilor putem determina erorile in pozitia
punctelor pentru orice directie (deci si pentru directia axelor de coordonate) céat si
directiile pentru care erorile sunt maxime sau minime.

Semiaxele elipsei si unghiurile acestora cu axele de coordonate se pot determina cu
ajutorul unui sistem rectangular U,V, rotit cu unghiul ¢ fatad de sistemul initial XY

(figura 4.1).

Figura 4.1 — Elementele elipsei erorilor




Coordonatele unui punct P in sistemul UV in functie de coordonatele XY vor fi:
u=Xcosp+Ysing 4.2)
v=—Xsinp+Y cos e

Se observa ca “U”este o functie liniara de X si Y, marimi determinate indirect.

Pentru determinarea erorii lui “U” se aplica formula erorii unei functii de marimi

determinate indirect. Vom avea:
Q. =Q,cos®p+2Q, sinpcosp +Q,, sin o (4.2)
iar eroarea medie: M, = +m,/Q,, (4.3)

Valorile maxime sau minime ale functiei se obtin pentu w0
op
Relatia mai poate fi scrisa si sub forma:

Qxx + ny

Q. :T(cosz @ +sin’® gz))Jr@(cos2 @ —sin® ) +Q,, sin 2¢

Q.+Q, Q.-Q @4
QUU = 2 +

Calculand derivata in raport cu ¢ se obtine:

R _ —(Q —Q,,)sin2¢+2Q, cos2¢ =0 (4.5)

ap
2
de unde rezulta: tg2¢ = Q. (4.6)

Qxx _ny

T
avand solutiile: (gp) si ((p + E)

?cos2p+Q,, sin2¢

Cele doua directii obtinute sunt ortogonale: (go) reprezinta unghiul format de axa OX

T
cu directia semiaxei mari a elipsei; ((p+5) da valoarea minima, adica unghiul

format de axa OX cu semiaxa mica.

Elipsa erorilor reprezinta un invariant al erorilor in pozitia planimetrica a
unui punct. Avand construita elipsa erorilor intr-un punct putem
determina eroarea pe orice directie pe cale grafica astfel:



Figura 4.2 — Reprezentarea graficad a elipsei erorilor

Se coboara o perpendiculara pe directia I' tangenta la elipsa, marimea erorii “m_”

fiind egala cu segmentul cuprins intre centrul elipsei si piciorul perpendicularei (OP)
Analitic, acest segment are valoarea data de:
m? =a’cos’ p+b*sin® ¢

, @.7)

r
2 a2
mr min Sin @

Un caz particular al acestei relatii avem cand: .... =0, rezulta m, =m, si ¢ =100,

=mZ, cos’ @+m

rezultd m, =m, , adica proiectiile elipsei pe directia X si Y (figura 4.3).

X

Figura 4.3 — Unghiul de rotatie al elipsei erorilor




Aplicatia 1

Dintr-o lucrare de triangulatie s-au extras din matricea coeficientilor de pondere
elementele corespunzatoare punctelor A si B inscrise in tabelul urmator si exprimate in

cm.

Tabel
4.1
Coeficienti de Xa Y(a) X(g) Y(g)
pondere
X(a) +4,10 - 0,17 + 4,00 -2,20
Y(n) + 4,20 +2,10 +3,40
X(g) +5,60 +1,20
Y(g) +4,03

Se cere sa se traseze elipsele Tn punctele A si B cit si elipsa relativa pentru aceste
puncte. Orientarea directiei AB este: @ =63.981° iar abaterea standard a unitétii de

pondere este o, =1 cm

Pentru punctul A:
Q= 14,10
Qyy=+4,20
Qu=-0,17
Orientarea semiaxei mari (unghiul facut cu axa OX):

2 ¢ =arctg in =¢= 1(arctg Qs Q. ]

x — Qv 2 Qu —
¢ = (ar cty %} = %(arcthA) = 40.989.
$=140.89
Quusm=si= 2 11 [0, =0, F 40,

=415+ % 0,01+01156 =4,15+0,17

Qmaxmin = 4,15% 0,17
Qmax = 4,32 (cm)
Qmin = 3,98 (cm)
Semiaxele elipsei erorilor Tn punctul A:

a=0,+/Qx =1-v4.32=2,08 cm.

b=0y+/Qmin =1-v3.98=1.99 cm
Pentru punctul B :



Qu= 5,60

Q,,= 4,03
Qo= 1,20
Orientarea semiaxei mari:
2 2
2¢ = arctg L = ¢ zlarctg L
Qxx - ny 2 Qxx - ny
1 +24 1
= Zarct = “arctg(1,52866) = 31.956.03
¢ 2 g +157 2 g( )
Qu+Q, 1
Qmax,min: Sip= TW * E \/(Qxx - ny )2 + 4'Qxy2

= 4,815 i%,/2,4649 +5,76= 4,815 + 2’8267

Qmax = 4,815+1,433= 6,2 (cm)
Qumin = 4,815 - 1,433= 3,4 (cm)

Semiaxele elipsei erorilor in punctul B:
a=1-4/6,2=25cm

b=1-43,4 =1,8cm

Calculul elementelor elipsei relative:
Qu= 4,10 + 5,60-2 - 4,00= +1,70 - (QxXa+QXXg - 2QXXag)
Qyy=4,20+4,03-2 - 3,40= +1,43 - (Qyya+Qvvs - 2Qvvap)
Qy = (-0,17)+1,20-(2,20)-2,10= +1,13

Orientarea semiaxei mari:

2
¢= 1arctg Qv _ 1arctg 226 44.°83.

2 Quw —Q, 2 0,27
+ 1
Qmax,minz w i E \/(QXX - QYY )2 + 4QXY ?

=1,615+ %\/0,1369 +51076 =1,615+1145

Qmax= 2,76 (cm) =~ 2,8 cm.

Qmax= 0,47 (cm) = 0,5 cm.
Semiaxele elipsei relative:

a=1-4/2,08=1,7cm

b= 1-\/ﬁ= 0,7cm

Reprezentarea grafica a elipsei erorilor se face la scara naturala (scara 1:1), functie de
elementele obtinute prin calcul (unghiul de orientare al semiaxei mari, semiaxa mare i

mica).



b=1.99cm

Figura 4.5 — Reprezentarea elipsei erorilor in punctul B



Figura 4.6 — Reprezentarea elipsei erorilor relativa

Aplicatia 2

Pornind de la tabelul coeficientilor ecuatiilor normale, se cere sa se
determine necunoscutele Xa, Ya, Xg, Yg prin rezolvarea sistemului
cu schema Gauss — Doolittle extinsa, ce definesc pozitia
planimetrica a doua puncte din teren A si B.

Tabel
4.2
[aa] [ab] [ac] [ad] [al] [aS] Control
0.39745 | 0.08189 | —0.29011 | 0.0713 | -29.42507 | —29.22872 | —29.22871
0.81905 | -0.51449 | —0.58360 | —11.74325 | -11.94041 | -11.94040
0.62615 | 0.23976 | 16.87352 | 16.93483 | 16.93483
0.59159 | 11.27591 | 11.53078 | 11.53078

Pe baza coeficientilor de pondere calculati Tn schema Gauss-Doolitlle extinsa, si
alegand abaterea standard t, = 2,8, se vor reprezenta la scara naturala elipsele
erorilor Tn punctele A si B.
Orientarea directiei dintre punctele A si B este de 90°.

Rezolvarea problemei implica parcurgerea urmatoarelor etape:
e rezolvarea sistemului normal cu schema Gauss-Doolittle extinsa;




e obtinerea solutiilor pe baza coeficientilor liniei rosii a sistemului;
e calculul coeficientilor de pondere patratici si micsti;
e calculul elementelor caracteristice elipsei erorilor;
e reprezentarea grafica a elipsei erorilor pentru punctele A si B la scara 1:2.
Tabel 4.3
[aa] [ab] [ac] [ad] [al] [aS]
0.39745 | 0.08189 —0.20911 0.00713 —29.42507 | -29.22872
-1 —0.206038 | 0.729928 | -0.017939 | 74.034646 | 73.540621
0.81905 —0.51449 —0.58360 | —-11.74325 | -11.94041
0.802178 | -0.454716 | —0.585069 | -5.680567 | -5.918183
-1 0.566852 0.729351 7.081430 7.377643
0.62615 0.23976 16.87352 16.93483
0.156634 | -0.086683 | —7.824703 | —7.754765
-1 0.553411 | 49.955329 | 49.508823
0.59159 11.27591 11.53078
0.116770 3.330362 3.447109
-1 —28.52069 | —28.520502
Tabel 4.3-continuare
Control Qxxa Qvva Qxxe Qvye
-- -1 0 0 0
73.540587 2.51604 0 0 0
-- 0 -1 0 0
-5.918174 0.206038 -1 0 0
7.377632 —0.256848 1.246606 0 0
-- 0 0 -1 0
—7.754752 | -0.613135 —0.566852 -1 0
49.50874 3.914444 3.618959 6.38431 0
- 0 0 0 -1
3.447132 —0.171103 —-1.043053 —0.553411 -1
—28.52069 1.465299 8.932543 4.739325 8.563843
Observatii:

e Termenii Qxxa, Qvva, Qxxs, Qvys reprezintd coeficienti de pondere patratici

pentru punctele A si B.

Calculul necunoscutelor (solutiilor) X, Y pentru punctele A si B:
-1-Yg+(-28.52069) =0 — Yg = —28.52069
—1 - Xg +0.553411 - Yg + 49.955329 = 0 — Xg = 34.1717
-1-Y,+0.566852 - Xz +0.729351 - Yg + 7.081430 =0 — Y, =5.6501

-1 . Xa + (-0.206038) - Ya + 0.729928 - Xp -

98.3250

Verificarea solutiilor obtinute:

(-0.017939) + 74.034646 = 0 — X, =




Solutiile obtinute pe baza schemei Gauss-Doolittle extinsa se verifica prin respectarea
conditiei impuse de urmatoarea relatie:
[(S-Q-)xi]= —I]
Verificarea solutiilor obtinute se va face pe linia cu coeficientii
ecuatiilor de conditie ale sistemului normal.

[(S-Q-)x] = [(-29.22872 + 1 + 29.42507) - 98.3250 + (-11.94041 + 1 + 11.74325)-
5.6501 + + (16.93483 + 1 + 16.87352) - 34.1717 + (11.53078 + 1 + 11.27591) -
(-28.52069)] = 13.0181

[] =-29.42507 + (-11.74325) + 16.87352 + 11.27591 = - 13.0188
— 13.0181 ~ 13.0188

Calculul coeficientilor de pondere
Coeficientii de pondere se vor calcula pe coloanele schemei Gauss-Doolittle extinse,
iar valorile obtinute se vor nota cu semn schimbat.

Coeficientii de pondere pentru punctul A:

Qxxa = 2.51604 - (-1) + (-0.256848) - (0.206038) + 3.914444 . (-0.613135) +
+1.465299 - (-0.171103) = - 5.2198

- QXXA =5.2198

Qyya=0 -0 + 1.246606 - (-1) + 3.618959 - (-0.566852) + 8.932543 - (~1.043053)

=-12.6151
ad QYYA =12.6151

Quya = 2.51604 - 0 + (~0.256848) - (—1) + 3.914444 - (—0.566852) + 1.465299 -
- (-1.043053) = - 3.4904
g QXYA = 3.4904

Coeficientii de pondere pentru punctul B:

Qxe=0-0+0-0+6,384310 - (-1) + 4,739325 - (-0,553411) = -9,0071
ad QXXB =9.0071

Qwe=0-0+0-0+0-0+8.563843 - (-1) =—8.563843

d QYYB = 8.5638

Que=0-0+0-0+6.38431 - 0 + 4.739325 - (~1) = — 4.739325
e QXYB =4.7393

Calculul elementelor caracteristice elipsei erorilor

Elipsa erorilor in punctul A

Coeficientii de pondere care se iau in calcul pentru elipsa erorilor in punctul A sunt:
QXXA =5.2198



QYYA =12.6151

QXYA = 3.4904
Determinarea valorilor maxime si minime ale coeficientilor de pondere:
Qut+Qy 1 10.1697
Qmax = 14.0023
Qmin = 3.8327

Determinarea valorilor semiaxelor elipsei erorilor:

a=o0,Q, =10.47cm
b=o0, Q. =5.48cm

Determinarea unghiului de rotatiei al semiaxei mari:

tg2p = Qon 09808 _ ;010045
Qua —Qua  —7.3953

S p=17501

Elipsa erorilor in punctul B

Coeficientii de pondere care se iau in calcul pentru elipsa erorilor in punctul B sunt:

QXXB =9.0071

QYYB = 8.5638

QXYB =4.7393

Determinarea valorilor maxime si minime ale coeficientilor de pondere:
+ 1

Qrex,min = w + E‘/(QXX —Q, f +4Q? = 8.7855+ 4.7445
Qmax = 13.530

Qmin = 4.041

Determinarea valorilor semiaxelor elipsei erorilor:

a=o0, Q. =10.30cm
b=o0, Q,, =5.63cm

Determinarea unghiului de rotatiei al semiaxei mari:

ig2p=— 22w 94786 5 a01g
Que Qs 04433
> p=4851




nr A

N A \
A \ \

| ! b=5.63cm \

Scara de reprezentare a elipselor de erori 1:2

Figura 4.7 — Reprezentarea elipsei erorilor in punctele A si B

CAPITOLUL 5
COMPENSAREA MASURATORILOR CONDITIONATE

Metoda masuratorilor conditionate se aplica, in general in lucrarile topo-geodezice, la
compensarea retelelor de sprijin (triangulatie, trilateratie, poligonometrie, nivelment).

O retea de sprijin, de exemplu de triangulatie - este constituita dintr-o
succesiune de figuri geometrice (triunghiuri, patrulatere, poligoane).
Pentru realizarea acestei retele se masoara unghiuri si laturi.

Pentru rezolvarea problemei de compensare este util sa se evalueze
numarul acestor relatii cat si caracterul lor, pastrand insa doar relatiile

independente.
Numarul ecuatiilor de conditie independente este egal cu numarul masuratorilor
efectuate Tn plus (nr. gradelor de libertate).

Se considera N marimi X, X,,....X, pentru determinarea carora s-au efectuat
masuratori directe, gasindu-se rezultatele I;,l,,....1 . Presupunem ca cele n

necunoscute X, X,,.....X ,, trebuie sa satisfaca r relatii de conditie independente
intre ele (rezulta deci ca numarul marimilor masurate in plus este r):

f (X, X, X, )=0



f,(X., X, X, )=0 (5.1)

, Nu vor satisface riguros acest sistem, astfel incéat

prin inlocuirea necunoscutelor X, X, ,....., X, prin 1;,1,,.....,1. vom obtine rezultate
diferite de zero:

f(l,0,, ] ) =W, (i=12,..r) (5.2)
Marimile W, poartd denumirea de discordante, nepotriviri sau termeni liberi.
Problema care se pune este de a gasi corectiile V,,V,,.....,V, care, aplicate marimilor

masurate |, 1,,.....,1, s& faca sa dispara aceste mici discordante. Deci, pentru a fi
satisfacut sistemul trebuie sa avem:

X, =L +v, (i=12,...n) (5.3)
Notand: f(l, el ) =W, (i=12,...r)

of of, o f,
=g, =D, =T, (5.4)
X ), % ), % ),

Cu aceste notatji se obtine:
v, +a,v, +..+a,v, +w, =0

b,v, +b,v, +...+b,v, +w, =0 5.5

v, +nv, +..+ryv, +w, =0
Acesta este sistemul liniar al ecuatiilor de conditie a corectiilor.
Marimea W reprezinta termenul liber al ecuatiei de conditie si reprezinta in acelasi
timp valoarea ecuatiei pentru marimile masurate. Aceasta observatie este utila pentru
calculul practic al termenului liber al ecuatiilor de conditie.
Tn sistemul liniar al ecuatiilor de conditie intrucat numarul ecuatiilor este mai mic decat
numarul necunoscutelor (r<n), sistemul este nedeterminat, gradul de nedeterminare
fiind (n-r).
Pentru rezolvarea problemei, deci pentru determinarea tuturor corectiilor V; , vom folosi
metoda celor mai mici patrate, adica:

[vv] = min. (5.6)
sau, in cazul masuratorilor ponderate:
[pvv]=min. (5.7)

Corectiile de determinat V, , trebuind s& satisfaca atat conditia de minim cat si sistemul

liniar, avem de-a face cu o problema de minim conditionat, care se rezolva prin metoda
multiplicatorilor Lagrange.



5.1. MASURATORI CONDITIONATE DE ACEEASI PRECIZIE

Functia Lagrange, introdusa in acest scop are forma:
SV, VsV Ky Ky e K ) = VE V2 4+ 4V

2

n
—2k,(a,v, +a,v, +..+a,Vv, +W,)—

)

(5.8)

— 2k, (rv, + 1V, +...+ Vv, +W,)=min.
In expresia acestei functii, parametri K, se numesc multiplicatori Lagrange sau

corelate Gauss.
Punctele stationare libere ale functiei se determind, anuland derivatele partiale in

numar de N+ ale functiei @ Inraportcu V;,V,,.....,V,, K;,K,,...,K, .
Efectuand derivatele partiale ale functiei obtinem:

99 _ 2v, —2a,k, —2bk,....— 2rk

avi r
¢
W:alvl+a2v2+...+anvn+wl:O (5.9)
1 .
0
29 _ bv, +b,v, +..+b v, +w, =0
ok,
0
—¢: Vv, +nv, +.+rv, +w, =0
ok,
Sistemul se mai poate scrie sub forma:
v. =ak +bk, +..+rk  (i=12,...n) (5.10)

Substituind valorile corectjilor V; si efectuand calculele, rezulta:
a,(a,k, +bk, +...+ 1k, )+a,(@k, +b,k, ...+ 1k, )+.....
+a, (ak, +b,k, +.+rk, )+w, =0

r(ak, +bk, +..+rk, )+r,(ak, +b,k, +...+rk, +.....

+r.(a.k +b.k.+..+rk )+w. =0
sau
aak +abk, +...+ark, +aak +abk, +..+ark +...

(5.11)
+a,ak +abk,+..+ark +w =0



a,b.k, +b.bk, +...+b rk, +a,b,k, +b,b,k, +...+
b,r,k, +....+a,b,k, +b bk, +...+b,r,k, +w, =0

a,nk, +brk, +..+nrk, +a,r,k, +b,r,k, +...+
+r,rk, +....+a,rk +brk, +..+rrk;+w, =0

Trecand la sumele Gauss se va obtine:
[aa]k, +[ab]k, +.....+[ar]k, +w, =0

[ab]k, +[bb]k, +.....+[br]k, +w, =0 611

[ar]k, +[or]k, +...+[rr]k, +w, =0
Sistemul avand I ecuatii liniare si I necunoscute, reprezinta sistemul normal al
corelatelor.
Matricea sistemului normal al corelatelor fiind simetrica si pozitiv definita, are
inversa.Deci, sistemul are solutie si aceasta este unica. Rezolvand sistemul cu una din

metodele cunoscute se determina corelatele K;,K,,...,K, .

Introducand valorile gasite pentru corelatele K in sistem, se determina valorile cele
mai probabile ale corectiilor V. Aceste corectii se aplica apoi marimilor masurate

direct, |. conform relatjei:
X =l +v, (5.12)
rezultand valorile compensate ale marimilor X; .
Pornim de la un sistem format din 3 ecuatii de conditie a corecfiilor:
av,+av,+..+av,+w, =0
bv, +bv, +...+b v +w, =0 (5.13)
CV, +CV, +...+C Vv, +W, =0
Sistemul normal al corelatelor va fi:
[aa]k, +[ab]k, +[ac]k, +w, =0
[ab]k, +[bb]k, +[bc]k, +w, =0 (5.14)
[ac]k, +[bc]k, +[cc]k, +w, =0

Deducerea practica a coeficientilor ecuatiilor din sistem céat si calculele de control
respective, este aratata in tabelul urmator:



Tabloul coeficientilor ecuatiilor de conditie a

corectiilor — Tabel 5.1

N, a b; c S Notatii si controale
C;[. a; by Cy S; S;=a;+bi+c,
2 a, b, Co S, S,=a,+h,+c,
el e I e - s
; [a] [b] [c] [S] Z = [a]+[b]+[c] = [S]
Tabloul coeficientilor
sistemului normal — Tabel 5.2
[aa] [ab] [ac] [aS] [aS] = [aa] + [ab] + [ac]
[bb] [bc] [bS] [bs] = [ab] + [bb] + [bc]
[cc] [cS] [cS] = [ac] + [bc] + [cc]

5.2. MASURATORI CONDITIONATE DE PRECIZII DIFERITE
(PONDERATE)

In acest caz ca si in situatia masuratorilor de aceeasi precizie, corectiile vV, ce

urmeaza a fi determinate, trebuie s& satisfacd atat conditia [pvv]:min.cét Si

sistemul liniar al ecuatiilor de conditie a corectiilor reprezentand tot o problema de
minim conditionat .
Functia Lagrange in acest caz va fi :

¢(V1’V2’---’Vn'k1’kzv--’kr): p1V12 + p2V§ Tt pnvrf -
—2k1(a1v1 +av,+..+a,v, +Wl)
— 2k, (b, +b,v, +...+b v, +W,) (5.15)



Efectuand derivatele partiale in raport cu V si K si punand de asemenea conditia c&
acestea sa fie nule, se obtine:

5—¢ =2pVv,—2ak, —-2bk,—-..-2rk, =0
Vv, '
¢ :
K =a,V, +a,v, +..+a,v, +w, =0sau:[av]+w, =0
ﬁ¢1 (5.16)
EVRE b,v, +b,v, +..+b,v, +w, = 0sau : [bv]+w, =0
2
o¢ .
i v, +nv, +..+rv, +w, =0sau:[rv]+w, =0
Ecuatiile (5.16) mai pot fi scrise sub forma:
v, :i(aik1+bik2+...+ rk,) .17

i
Efectudnd calculele si grupand convenabil termenii se obtine sistemul normal al
corelalatelor in cazul ponderat:

ﬁ(alk1 +bk, +...+1k, )Jra—z(azk1 +0,K, 4o+ K, )+t
1 2

+a—”(ankl +b,k, +.+rk, )+w, =0

n

i(alk1 +hk, +.. 1k, )+b—2(a2kl +0,K, + o+ K, )+t
1b ? (5.18)
+—"(a,k, +b,k, +...+rk )+w, =0

n

Ir—l(alkl +b.k, +..+rlkr)+r—2(azk1 +0,K, .+ K, )+t
1 2

+r—“(ankl +b,k, +.+1k, )+w, =0

r
n

Efectuand calculele:

a,a a,b a,r a,a a,b a,r
LK+ 2K, bt 2K, + 22k 22K, 22K,
Py P Py P, P, P,

a,a a,b a,r

+ /K +—/—K, +o+—k, +W,; =0

P P Pa



2,0, k, + b.b, K, +..+ by k, + 3,0, k, + b.b, K, +..+ b K, +...+
Py Py Py P, P, P2
b b,b b
4 &b kK, +——K, +...++ ikl k, +w, =0
pn pn pﬂ
ah K, erl—rlk2 SRLEL k, + 220, k, + b K, +...+ﬁkr +ot
Py plb P1 P, P2 P2 (5.19)
il k, + ol K, +....+ﬁkr +w, =0
Py Py Py
Trecand la nota;i!e Gauss, vom obtine:
%} K, + a_b} K, +...+{ﬂ} K, +w, =
L P L P P
a—b}kl + Q}kz + +{E}kr +W, =
L P L P p (5.20)

Acest sistem se poate rezolva, matricea atagata fiind nesingulara. (A = 0).

Solutiile obtinute (corelatele K ) permit determinarea celorlalte necunoscute (corectiile
V). in cazul sistemelor mici, determinarea coeficientilor sistemului normal al corelatelor
se face conform urmatoarelor tabele:

Tabelul coeficientilor ecuatiilor de corect si al

ponderilor — Tabel 5.3

Nr. 1 q b Ci S; Control
crt. —
Pi
1 1/p1 a; b]_ Cq Sl S]_ = a1+b1+C1
2 1/p2 as b2 Co SZ Sz = ag+b2+C2
n 1/pn a, b, Cnh S, S, = a,+b,*+c,
z [a] [b] [c] (S] Z = [a]+[b]+[c] =[]




Tabelul coeficientilor sistemului normal-Tabel

BIEREEENIGICICE
= BB (B
T B [EEEE

Rezolvarea sistemelor corelatelor se va realiza prin intermediul schemei
Gauss-Doolittle simpla sau in cazul urmaririi evaluarii preciziei prin
intermediul coeficientilor de pondere se vor atasa coloanele
coeficientilor de pondere aferenti, schema de rezolvare devenind astfel
una extinsa.

Aplicatia 1
In reteaua de triangulatie din figura de mai jos au fost masurate cu aceeasi precizie

directiile azimutale U,,...,U;, date in tabelul urmator.
Sa se determine prin metoda observatiilor conditionate valorile probabile ale direcfiilor

azimutale si abaterea standard a unghiului BDC compensat.

Tabel 5.5
P.S. P.vV Nr. vizei Val.masurate Corectii Val.probabile
L) (v)* i =u?+v)
A B 1 0.00.00 +1 0.00.01
C 2 57.15.20 -1 57.15.19
B D 3 0.00.00 -3 399.99.97
C 4 62.00.10 +4 62.00.14
A 5 142.18.30 -1 142.18.29
C A 6 0.00.00 +1 0.00.01
B 7 62.66.72 -4 62.66.68
D 8 108.95.30 +3 108.95.33
D C 9 0.00.00 -3 399.99.97
B 10 91.71.12 +3 91.71.15

In fiecare dintre cele 2 triunghiuri s-a masurat cite un unghi in plus, deci putem scrie

ecuatiile de conditie:




(Uz—Uy) + (Us — Uy) + (U7 — Ug) — 200° = 0

(Ug —Us) + (Ug — U7) + (Ugo — Ug) — 200° = 0
Functia de pondere, adica relatia prin care calculam marimea unghiului
BDC, a carui precizie s-a cerut, este:

F= UlO - Ug
Tnlocuim in primele relatji valorile: U; = Uio +V;

U +v,)~U2 +v, )+ (U2 +vg )- (UL +v, )+ (U +v, )— (U2 +v,)-200° =0
U2 +v, ) - (U2 +vy)+ UL +vy ) (U +v, )+ (U +v,0)— (UL +v, )—200=0
Se fac urmatoarele notatii:
U2 -U2)+ UL -US)+ (U2 -U?)-2000 =W, =12%
L2 -U)+ g -U7)+ U5 -Ug)-2000 =W, = —20%
Ecuatiile de conditie ale corecitiilor ,,v”, vor fi:

- V1+V2-V4+V5—V6+V7+W1:0
- V3+V4—V7+V8—V9+V10+W2:0

Se intocmeste tabelul ecuatiilor de conditie:

Tabel 5.6
Nr.crt. Ec. 1 Ec. 2 Functia Sume Corectia
(a) (by) (f) (s) (V)
1. -1 0 0 -1 +1
2. +1 0 0 +1 -1
3. 0 -1 0 -1 -3
4. -1 +1 0 0 +4
5. +1 0 0 +1 -1
6. -1 0 0 -1 +1
7. +1 -1 0 0 -4
8. 0 +1 0 +1 +3
9. 0 -1 -1 -2 -3
10. 0 +1 +1 +2 +3
Sistemul ecuatiilor normale ale corelatelor:
Tabel
5.7
Ky ko () S C
6 -2 0 +4 +4
6 +2 +6 +6
+2 +4 +4

6kl—2k2+12=0
-2kl+6k2—20=0



Rezolvarea sistemului normal — Gauss.
Tabel 5.8

kq ks W (ff) S Control

6 -2 +12 0 +16 --
-1 +0,3333 -2,0000 0,0000 -2,6667 -2,6667

ki=-1 6 -20 +2 -14 --
+5,3333 -16,0000 +2,0000 -8,6667 -8,6667
-1 +3,0000 -0,3750 +1,6250 +1,6250

K2: +3 2
q(ff) = +1,2500

Verificarea solutiilor:
[S-Qq - W) K] = —[W]
+8=+8
Se calculeaza corectiile,,v;" :
1
= —(ak, +bk, +....)
i
Se calculeaza [pvv] =

[pw] = pavi” + pav2” +
p = 1 (aceeasi precizie)

Abaterea standard a masuratorilor (eroarea medie patratica a unitatii de pondere):

Y o

Abaterea standard a necunoscutel.

F) = Ho+|Q(r) = 6+4/1,2500
Verificarea compensarii se efectueaza inlocuind valorile compensate ale masuratorilor
in ecuatiile de conditie (coloana U, =U” +V,).

Aplicatia 2

Sa se compenseze unghiurile unui triunghi plan si sa se deduca precizia
lor dupa compensare, cunoscandu-se din masuratori de aceeasi
precizie urmatoarele valori medii:

o = 47915°17%

B =73%3°50%

y = 79.41.45%
Neinchiderea unghiulara va fi egala cu:

W = g+8+y - 2009 = +12°°

Ecuatia de conditie a figurii este:



a+p+y-200° = 0
Dar: a= a+v,
ﬂ = ﬁ/+Vﬂ
Y=yt
Deci, se poate scrie ecuatia de conditie finala:
Vo Vv, +12= 0
Avind o singura ecuatie de conditie rezulta vom avea o singura
corelata K, deci sistemul de ecuatii normale ale corelatelor se va
reduce si el la o singura ecuatie normala si anume:
[aa] -k +w =0. adica :
3k+12°°=0 k=-4*
Aplicind formulele generale ale corecitiilor in functie de corelate avem:
V= alk
Vo = azk
V3 = a3k

si obtinem: vy =k=-

<
N
1
=~
1]
1

&
Il
|

Deci: v;=v,=vy=-4

Controlul corectiilor se face folosind relatia:

[w] = - [kw]
48 = - (-4.12)
48 = 48

Valorile compensate ale unghirilor triunghiului plan vor fi:
a=a+v,=47.15.13
B=[f+v;=73.43.46
y=y+v, =79.41.41
Se indeplineste astfel conditia:
a+p+y = 200.00.00

Eroarea medie patratica pentru fiecare valoare unghiulara masurata se
exprima prin relatia:

o= 1= 1= i,/—[w] =i,/4—18 —16%9
r



Aplicatia 3

Compensarea poligonului cu punct central
utilizand metoda masuratorilor condifionate

Se considera o retea de triangulatie locala, sub forma unui poligon cu
punct central, format din 5 triunghiuri.

Cu un teodolit cu precizia de citire unghiulard de + 2, se executd masuratori ale
directiilor unghiulare intre punctele ce formeaza poligonul cu punct central. Pe baza
observatiilor de teren executate, la birou, prin diferenta directiilor, au rezultat valorile
unghiurilor orizontale dintre laturile triunghiurilor, valori prezentate in tabelul urmator:

Tabel 5.9
Numar Valoarea masurata Numar Valoarea masurata
unghi aiO unghi aiO
1 68.21.43 -- --
2 55.92.60 9 62.13.17
3 71.39.20 10 54.21.70
4 53.20.94 11 75.85.76
5 70.31.64 12 75.39.70
6 48.29.90 13 81.38.64
7 65.20.58 14 83.71.97
8 51.07.31 15 83.64.98




Figura 5.1 — Poligonul cu punct central

Utilizand principiile de compensare ale masuratorilor conditionate de
aceeasi precizie, se cere sa se compenseze valoarea unghiurilor
orizontale masurate si sa se evalueze precizia de determinare a
acestora.

Etapa 1 — Scrierea ecuatjilor de conditie

Pentru fiecare triunghi al poligonului se vor scrie urmatoarele ecuatii de
conditie:
e ecuatia de inchidere a unghiurilor intr-un triunghi ca suma a unghiurilor
orizontale egala cu 200°;

e ecuatia de inchidere a unghiurilor orizontale la centru, suma unghiurilor egala
cu 400°;

e acordul laturilor sau raportul intre sinusurile unghiurilor sa fie egal cu 1.

Astfel se vor scrie: 5 ecuatii de inchidere a unghiurilor in triunghi, 1 ecuatie de conditie
la centru si 1 ecuatie privind acordul laturilor.

Ecuatia 1 &, + @, + ¢y, —200° =0

Ecuatia 2 a, +a, +a;, —200° =0

Ecuatia 3 oy + g +a,, —200° =0

Ecuatia 4 a, +ag +a,, —200° =0



Ecuatia 5 oty + ;o + ;s —200° =0

Ecuatia la centru: o, + &, + a5 + oy, + 0, —400° =0

Ecuatia privind acordul laturilor:

sing, -sina;, -sin a; -sin &, -sin a4 1 P,

sina, -sine, -sin e -Sin o -SiN 4 P,
Ecuatiile sunt scrise pentru cazul unghiurilor definitiv compensate, care trebuie sa
indeplineasca aceste conditii impuse.

Etapa 2 — Scrierea ecuatjilor de conditie ale corecfjilor

in ecuatiile de conditie initiale, se fnlocuiesc méarimile compensate ale unghiurilor
orizontale cu valorile medii, obtinute orin masuratori directe de aceeasi precizie cu
corectiile respective, conform relatiei:

a, =a +v;,i=1..15
Cele 7 ecuatii se vor scrie astfel:

|_\
8
+
<
+
NQ
+
<
N
~
N
Qo
+
H<
HI
N
o
o
«Q
I
o

(@ +V,5)—200° =0
+(a8 +v8)+(a14 +vl4)—200@l =0
ad +v )+(a10 +v10) (afS +v15)— 200° =0

o0 A w N
A?AAA
~N o
+
<
~

(@2 +v, )+ (@ vy )+ (@ vy )+ (s + v )+ (@ + v, )— 4009 =0
7.

sin(af +v1)-sin(a§ +v3)-sin(a§ +v5)-sin(a$ +v7)-sin(a§ +v9) _P_Z0

sin(ag +v2)-sin(af +v4)-sin(a§ +v6)-sin(a§ +v8)-sin(al°0 +v10)_ P’

=1

Primele 6 ecuafi de conditie au o forma liniara, iar cea de-a saptea este
neliniara.Operatia de liniarizare se realizeaza printr-o dezvoltare in serie Taylor, Tn
care se retin doar primele derivate partiale in raport cu marimile medii ale masuratorilor
directe de ordinul | ale corectiilor, obtinAndu-se ecuatia de corectie de pol sub
urmatoarea forma:

PO PO
P-P,=P° +%(ctgaf -vi)f -P) +%(ctga§ 'vi)lzo =0
P P

Astfel, se pot scrie ecuatiile de conditie ale corectiilor urmatoare:



1.V, +V,+v,,+w, =0

2.V, +V, +Vv, +W, =0

3. Vg +Vg +V,3 +W; =0

4.V, +Vg +Vv,, +W, =0

5. Vg + Vg + Vs +W; =0

6.V, +V, +V 3 +V,, +V, +W, =0

; ctga; v, —clga; -v, +Ctgas v, —clga -V, +ctgay Ve —

ctgayd -V +ctgal v, —ctgay -V, +Ctgay Ve —Clgay, -V, +W, =0

Etapa 3 — Calculul termenilor liberi

w, =(a? +a +al,)- 2000 =—21¢
o )— 2009 =16
W, = (a2 + a? + al)- 2009 = +18%
0 )- 200 = —14%
w, = (a + el +al)-200° =-15%
W, = (afl +al, tay ol + af5)— 400°¢ =+105"
w, = p|1- P ) _gge

0
1

Etapa 4 — Scrierea ecuatjilor de corectji functie de corelate

Sistemul liniar al ecuatiilor de conditie ale corectiilor in care numarul ecuatiilor r = 7,

este mai mic decat numarul necunoscutelor v; egale cu 15, nu se poate rezolva.

Corectiile v; avand valori mici, comparabile cu erorile de masurare, li se poate aplica

principiul celor mai mici patrate, adica, suma patratelor corectiilor tinde spre un minim.
[VV] — min

Intrucat corectiile trebuie sa satisfacd simultan atat sistemul liniar al ecuatiilor de

conditie al corectiilor, cat si conditia de minim, ele se vor putea determina folosind
metoda corelatelor.



In acest sens se introduc 7 parametri sub forma corelatelor Gauss
K., K, Kg, Ky, Ks, Kg, K, sau multiplicatorii lui Lagrange, sub forma functiei echivalente
Lagrange de forma:
2 .
CD:[vv]:[(ai —aio) J— 2k, ([av]+w, ) —... - 2k, ([gv]+ w, ) — min
Minimul functiei se obtine prin anularea derivatelor partiale in raport cu corecfiile

(necunoscutele), rezultand exprimarea corectiilor functie de corelate. Aceasta poarti
denumirea de sistemul ecuatiilor de corectii functie de corelate, avand forma:

v, =a,k, + bk, +ck, +d,k, +ek; + f.ks + 9,k

Se va forma astfel un sistem cu 15 ecuatii al corectjilor V,...V,5.

Etapa 5 — Scrierea sistemului de ecuatii al corelatelor

Se va scrie un sistem normal format din r =7 ecuatji cu n = 7 necunoscute, corelatele
k , numit sistemul ecuatiilor normale ale corelatelor avand urmatoarea forma:

[aalk, +[ab)k, + ...+ [agk, +w, =0
[ab)k, +[bblk, +...+ [bg]k, +w, =0

lagk, +[bgk, +...+[9gk; +w, =0

Tabel 5.10
Nr.ec. a; b; Ci d; €; fi o] S

1 1 0 0 0 0 0 0.5453 | 1.5453
2 1 0 0 0 0 0 -0.8292 | 0.1708
3 0 1 0 0 0 0 0.4823 | 1.4823
4 0 1 0 0 0 0 -0.9039 | 0.0961
5 0 0 1 0 0 0 0.5033 | 1.5033
6 0 0 1 0 0 0 —1.0549 | —-0.0549
7 0 0 0 1 0 0 0.6084 | 1.6084
8 0 0 0 1 0 0 -0.9668 | 0.0332
9 0 0 0 0 1 0 0.6765 | 1.6765
10 0 0 0 0 1 0 -0.8756 | 0.1244
11 1 0 0 0 0 1 0 2
12 0 1 0 0 0 1 0 2
13 0 0 1 0 0 1 0 2
14 0 0 0 1 0 1 0 2
15 0 0 0 0 1 1 0 2
z 3 3 3 3 3 5 -1.8146 | 18.1854
18.1854




Pentru coloana g; se va aplica relatia: g, = *Ctg aio

Tabel 5.11
[aa] [ab] [ac] [ad] [ae] [af] [ag] [aS]
kq ks, ks K4 Ks Ks k7 S
3 0 0 0 0 1 —-0.2839 3.7161
3 0 0 0 1 -0.4216 3.5784
3 0 0 1 —-0.5516 3.4484
3 0 1 -0.3584 3.6416
3 1 -0.1991 3.8009
5 0 10
5.9298 5.9298

Sistemul normal al corelatelor are urmatoarea forma:

3k, + 0k, + 0k, +0k, + 0k, + ks —0.2839k, —21=0
3k, + 0k, + 0k, + Ok, +k, —0.4216k, —16=0

3k, + 0k, +Ok; +k, —0.5516k, +18=0

3k, + 0k, +k, —0.3584k, —14=0

3k, + ks —0.1991k, —15=0

5k, +105=0

5.9298k, —86=0

Etapa 6 — Rezolvarea sistemului normal al corelatelor

Rezolvarea sistemului corelatelor se va face cu ajutorul schemei Gauss-
Doolittle, cu efectuarea controalelor obligatorii pe liniile rosii, prin
eliminarea succesiva a necunoscutelor.

Tabel 5.12
kl k2 k3 k4 k5 k6 k7 L S C
3(0]J]0|0{(O0 1 -0.2839 =21 —17.2839 --
- 10[0| 0| 0| -0.3 | 0.09463 7 5.7613 5.7613
1 3 3
310|070 1 -0.4216 -16 -12.4216 --
310|070 1 -0.4216 -16 -12.4216 | -12.421
6
-1 0]0| 0] -0.3 ] 0.14053 | 5.333333 | 4.140533 | 4.14053
1 3 3 3
3101]0 1 —-0.5516 18 21.4484 --




3101(0 1 —0.5516 18 21.4484 21.4484
-10]0]| -0.3] 0.18386 ) —7.149466 | —7.1494
1 3 6 6
310 1 —0.3584 -14 -10.3584 --
310 1 -0.3584 -14 -10.3584 | -10.358
4
— | 0| -0.3 | 0.11946 | 4.666666 3.4528 3.45279
1 3 6
3 1 -0.1991 -15 -11.1991 -
3 1 -0.1991 -15 -11.1991 | -11.199
1
— | -0.3 | 0.06636 5 3.733033 | 3.73303
1 3 6 3
5 0 105 115 --
3.33 | 0.60486 | 120.9999 | 124.93819 | 124.938
3 6 1
-1 —0.1814 | —36.29997 | —-37.48143 | —-37.481
S 4
5.928 —-86 —81.8848 --
5.57647 | -111.5507 | —-105.9743 | -105.97
6 4
-1 20.003813 | 19.003814 | 19.0038
1
Observatii:
e valorile marcate boldite reprezinta pivotii de calcul aferenii fiecarei
necunoscute.

Etapa 7 — Calculul valorilor corelatelor k;

Determinarea valorilor corelatelor k; se va realiza pe liniile cu coeficientii ecuatiilor
normale, egaland fiecare ecuatie cu zero.



K, +20.003813 =0 — k, = 20.003813

—k, —0.181459-20.003813 — 36.299977 = 0 — k, = —39.929848

—k, —0.333333-(—39.929848)+ 0.066366 - 20.003813+5 = 0 —

k, =19.637509

—k, +0-19.637509 — 0.333333- (—39.929848)+ 0.119466 - 20.003813 +
+4.666666 =0 — k, = 20.366377

—k, +0-20.366377 +0-19.637509 — 0.333333- (— 39.929848) +
+0.183866-20.003813—6 = 0 — k, =10.987957

—k, +0-10.987957 +0- 20.366377 +0-19.637509 — 0.333333 (— 39.929848) +
+0.140533-20.003813 +5.333333 = 0 — k, = 21.454465

—k, +0-21.454465+0-10.987957 + 0 20.366377 +0-19.637509 —
0.333333-(—39.929848)+0.094633- 20.003813+ 7 = 0 — k, = 22.202956

Etapa 8 — Verificarea solutjilor (corelatelor) obtinute

Pentru verificarea valorilor obtinute se va tine cont de indeplinirea
urmatoarei conditii de egalitate:

(5 —1)-kiJ=—L]

in care: S — suma coeficientilor corelatelor pentru fiecare ecuatie;

L — valoarea termenului liber;

k; — valoarea corelatei obtinute.
Verificarea egalitati se va face pe liniile din schema Gauss-Doolittle care contiene
coeficientii corelatelor.

(~17.2839 + 21)- 22.202956 + (—12.4216 + 16)- 21.454465 +
(21.4484 —18)-10.987957 + (~10.3584 +14)- 20.366377 +
+(~11.1991 +15)-19.637509 + (115 —105)- (— 39.929848) +
+(—81.8848 + 86)- 20.003843 = 28.99955
[L]=—21-16+18-14-15+105—-86=-29

— 28.99955 = 29 - conditia de egalitate este indeplinita.

[(S_L)'ki]Z



Etapa 9 — Calculul corectiilor v;

Determinarea corectiilor v; se va aface prin inlocuirea
valorilor numerice ale corelatelor in sistemul ecuatiilor de

corectii functie de corelate, exprimat de ecuatia:

v, =a;k, + bk, +c,k; +d.k, +ek; + f,k, + 9k,
Deoarece termenii liberi (neinchiderile unghiulare) w; sunt exprimati in secunde si
valorile corectiilor v; se vor obtine in secunde centezimale.

v, =a,k, +bk, +ck, +dk, +eks + f ks + 9.k, =33° 111

v, =a,k;, +b,k, +c,k; +d,k, +e,k; + f,ks +g,k, =5%,615

Vv, =agk, + bk, + ¢k, +d Kk, +e.kg + ok, + g5k, =31%,102

v, =a,k, +b,k, +c,k, +d,k, +e,k; + f,ks +9,k, =3%,373

Vs =agk, +b.k, +c.k, +d.k, +eks + fkg +9,k, =21%,056

Ve =agk, +bgk, +cok; +dgk, +e.ks + foks +ggk, =-10° 114
v, =a,k, + bk, +c,k; +d.k, +ek; + f ks + 9.k, =32%,537

Vg = 85K, + bk, +Cgky +dgk, +e5ks + ke + gk, =1%,027

Vo =agk, +bgk, +cok; +dgk, +egky + foks + gk, =33% 170

Vio =Ky +bioK, +Cioky +dyok, +€50Ks + fioKg + g0k, =2% 122
Vll.12.l3.l4.15 = alL12,13,14,15k1 + blL12,13,14,15k2 + C1L12,13,l4,15k3 + dll,12,13,14,15k4 +
+ e1L12,13,14,15k5 + fll,12,13,14,15k6 + g1112,13,14,15k7 :_Bgcc’gzg

Controlul corectiilor aferente corelatelor calculate se realizeaza in mod tabelar, dupa
cum urmeaza:

Tabel 5.13
ak, bk, Ciks diks eks fike giks Qi@
22.202 0 0 0 0 0 10.908 33.111
22.202 0 0 0 0 0 -16.587 5.615
0 21.454 0 0 0 0 9.647 31.102
0 21.454 0 0 0 0 -18.081 3.373
0 0 10.987 0 0 0 10.068 21.056
0 0 10.987 0 0 0 -21.102 | -10.1149




0 0 0 20.366 0 0 12.170 32.536

0 0 0 20.366 0 0 -19.339 1.027

Tabel 5.13-continuare

ak; bk, ciks dika eks fike gk Ai(*9)

0 0 0 0 19.637 0 13.532 33.170

0 0 0 0 19.637 0 -17.515 2.122
22.202 0 0 0 0 -39.929 0 -17.727
0 21.454 0 0 0 -39.929 0 -18.475

0 0 10.987 0 0 -39.929 0 —28.942

0 0 0 20.366 0 -39.929 0 -19.563

0 0 0 0 19.637 | -39.929 0 —20.292
66.606 | 64.362 | 32.961 | 61.098 | 58.911 | -199.645 | —36.299 47.999
47.999
Pentru evaluarea preciziei se vor calcula patratele corectiilor calculate, Vi2 Si se

exprima Tn secunde:

Vf =1096*.33
=31%.53
=967%.33
=11%°.37
=443*.36
=102%.21
=1058%.59
=1°.05
=1100%.25
=450
=314%.25
v;, =341%.32
V123 =837%.64
V124 =382*.71
Vlz5 =411*.76
— [wv]=7104%.20

< < < <
N
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Etapa 10 — Efectuarea controlului provizotiu a compensarii

Controlul provizoriu al valorilor obtinute si al compensarii executate, se
efectueaza prin inlocuirea corecfiilor in sistemul liniar al ecuatijilor de
conditie ale corectiilor, pentru care suma corecitiilor si al termenului liber
trebuie sa fie egala cu zero.

LV, +V, +V,, +W, =33.111+5.615-17.727 —21=—0%.001

LV, 4V, +V,, +W, =31.102+3.737 -18.475-16 = 0%

. Vs +Vg +V, +W, =21.056-10.114-28.942+18 =0

.V, +Vg +V,, +W, =32.536+1.027 -19.563-14 = 0*

Vg +Vy +V, +W, =33.170+2.122 - 20.292 —15 = 0%

6 Vi, +Vy, Vi +V,, +V, + Wy =—17.727 -18.475—-28.942 -19.563 -

—20.292+105 = 0%.001
7.

ctga; v, —Ctga; -v, +ctgal -v, —ctgal -v, +ctgal -V, —ctga -V, +
+cotgal v, —ctgag -V +Ctgag -V, —Ctgay), -V, +W, =18.058 —4.656 +14.999 —
—3.048+10.597 +10.668 +19.794 — 0.992 + 22.442 —1.858 —86 = 0°.002

a A W N BB

Etapa 11 - Calculul marimilor celor mai probabile

(compensate) ale unghiurilor orizontale

Marimile cele mai probabile ale unghiurilor orizontale ale retelei,
reprezentdnd unghiurile compensate sau definitive, se obfin din
insumarea valorilor masurate direct pe teren cu aceeasi precizie cu
valorile corectiilor calculate, adica:

a, +al +V,
Tabel 5.14
Nr.unghi - Unghiuri masurate [orectia Unghiuri compensate
al () Avi(“%) definitive- &, (%)
1 68.21.43 33 68.21.76
2 55.92.60 6 55.92.66




3 71.39.20 31 71.39.51

4 53.20.94 3 53.20.97

5 70.31.64 21 70.31.85

6 48.29.90 -10 48.29.80

7 65.20.58 33 65.20.91

Tabel 5.14-continuare
Nr.unghi  Unghiuri masurate [orectia Unghiuri compensatg

al () Avi(“%) definitive- oz, (%)

8 51.07.31 1 51.07.32

9 62.13.17 33 62.13.50

10 54.21.70 2 54.21.72

11 75.85.76 -18 75.85.58

12 75.39.70 -18 75.39.52

13 81.38.64 -29 81.38.35

14 83.71.97 -20 83.71.77

15 83.64.98 -20 83.64.78
[a] vil [o; ]

X 999.99.65 48 1000.00.00

Etapa 12 — Evaluarea preciziei determinarilor

e Eroarea medie patratica a unei singure masuratori:

=+ /—[‘"’] —+ /w — +,/1014.88 = +31% .85
r

Tn care: r — numarul corelatelor

e Eroarea medie patratica a mediei:
. 31%.85 . 31%.85

el — +12%.02
Jr J7 2645

oy =%



