TEORIA ERORILOR DE MASURARE SI

METODA CELOR MAI MICI PATRATE



Introducere

Informatiile, care constituie baza concretd de date necesard rezolvarii problemelor
geodezice, fotogrametrice si topografice, provin din observatiile efectuate asupra unor marimi cu
care se lucreaza frecvent si care, in principal, sunt reprezentate de masuratorile de unghiuri si
distante. Calitatea informatiilor obtinute din aceste masuratori este functie directd de volumul
observatiilor si de precizia instrumentelor de masurat.

Se impune asadar, ca pornind de la scopul pentru care sunt efectuate masuratorile sa se stabileasca
valorile corespunzatoare ca marime si precizie, ludnd in considerare aspectul economic referitor la
volumul strict necesar si suficient al observatiilor care se impun.

Teoria erorilor de masurare sau teoria prelucrarii masuratorilor geodezice intervine cu succes si
rezolva favorabil aceste aspecte.

Instrumentul principal de cunoastere a lumii materiale il constituie observarea si in cadrul acesteia,
masurarea. Operatia de masurare reprezintd un proces experimental de obtinere a informatiei sub
forma unui raport numeric, intre valoarea marimii fizice masurate si valoarea unei alte marimi de
acelasi gen consideratd drept unitate de masura.

Scopul unei cercetari stiintifice constd in descoperirea legilor care dirijeaza fenomenele naturale,
spre a fi puse in slujba activitatii umane. Pentru aceasta, este necesara imbinarea cercetarii stiintifice
cu aplicatia tehnica — practica, fara de care orice speculatie abstracta devine sterila.

Pentru realizarea acestui deziderat, prima conditie 1n alegerea marimilor fizice, intelegand prin
aceasta si marimile care intervin in tehnica si In practica, este ca ele sa fie masurabile.

Teoria erorilor de masurare prezintd o importanta deosebita pentru practica masuratorilor terestre,
datoritd volumului impresionant de observatii ce trebuie executate, prelucrate si compensate in
vederea obtinerii valorilor lor celor mai probabile, ca si pentru evaluarea cat mai corectd si mai
completa a preciziei.

Cunoscéndu-se cat mai exact marimile erorilor medii ale fiecarui argument masurabil in parte, se
poate determina eroarea medie a unei functii de aceste argumente. In acest fel, se poate rezolva
problema inversa a erorilor de masurare, in cadrul careia, fatd de o eroare maxima impusa apriori
unei functii ce urmeaza a se determina, se va stabili inca din faza de proiect, care trebuie sa fie
erorile maxime cu care se vor masura pe teren argumentele componente. Aceasta da posibilitatea
stabilirii preciziei optime de masurare, cu avantaje economice importante. Astfel, la realizarea unei
retele de triangulatie, necesard ridicarilor topografice, a unei retele de microtriangulatie necesara
pentru urmarirea comportarii unei constructii etc., studiul preciziei de determinare a pozitiei
punctelor retelei se face inca din faza de proiectare, functie de configuratia retelei si de precizia cu
care se vor executa masuratorile pe teren. Acest studiu va urmari ca erorile in pozitia punctelor sa se
incadreze in tolerantele impuse anticipat. La sfarsit, prin compararea erorilor post-compensate cu
erorile stabilite anticipat, se va putea aprecia corectitudinea studiului facut.

Studiul erorilor de masurare prezintd o importantd cu totul deosebitd in acele domenii ale
masuratorilor terestre (Geodezie, Fotogrametrie, Geodezie si Topografie aplicata in constructii), in
care exigentele impuse in privinta preciziei sunt deosebit de ridicate.



SCURT ISTORIC AL TEORIEI ERORILOR DE MASURARE SI A
METODEI CELOR MAI MICI PATRATE

Problema prelucrarii observatiilor a aparut intdi in domeniul astronomiei, in special dupa
descoperirea lunetei de catre Galileo-Galilei (1564-1642) si perfectionarea continua a
instrumentelor si aparatelor de masura. Dupa ce teoria gresita a sistemului geocentric, elaborata si
prezentatd de Claudiu Ptolemeu (90—168) in lucrarea sa "Megale Byntaxis”, a dominat cunoasterea
stiintificd circa 12 secole, ea este infirmatd de catre Nicolaus Copernic (1473-1543), care
elaboreaza teoria sistemului heliocentric si pe care o fundamenteaza in lucrarea “Despre miscarile
de revolutie ale corpurilor ceresti”.

Marele astronom Johannes Keppler (1571-1630), discipolul si continuatorul lui Tycho Brahe
(1546-1601), pe baza masuratorilor inaintasului sdu, dar si din determinari personale, confirma
definitiv teoria heliocentricd a lui Copernic, descopera forma eliptica a orbitelor planetelor si
formuleaza cele trei legi pe baza carora are loc miscarea planetelor in jurul Soarelui.

A devenit clar ca pentru justa intelegere a sistemului de alcatuire a Universului, este nevoie de
executarea unui numar mare de masuratori, cu o precizie cat mai buna si a caror prelucrare sa se
faca dupa criterii cat mai corecte. Insisi confirmarea legii atractiei universale, descoperita de Isaac
Newton (1642-1727), s-a putut face 18 ani mai tarziu, dupa ce in Franta s-a determinat destul de
precis, valoarea razei Pamantului. De multe ori, precizia insuficientd a masuratorilor efectuate a
condus la contradictii intre teorie si practica. A fost nevoie sa se construiasca instrumente si aparate
de masurd cu caracteristici superioare i in acelasi timp, sd se elaboreze si o teorie adecvatd a
masuratorilor si a erorilor de masurare. O dezvoltare remarcabila a teoriei erorilor si a metodei celor
mai mici patrate, a avut loc la sfarsitul secolului al XVIII-lea si inceputul secolului al XIX-lea, fiind
legatd de numele lui A.M.Legendre, K.F. Gauss si P.S.Laplace. Adrien Maria Legendre (1752-
1833) fundamenteaza pentru prima data teoria prelucrarii observatiilor facand studii asupra erorilor
si aplicandu-le ulterior la prelucrarea masuratorilor astronomice. Aceste studii, impreund cu
dezvoltarea principiilor metodei celor mai mici patrate sunt cuprinse in lucrarea sa ”Noi metode
pentru determinarea orbitelor cometelor” aparutd in anul 1806. Independent de A.M.Legendre,
matematicianul Karl Friederich Gauss (1777-1855) descopera metoda celor mai mici patrate, pe
care o aplicd tot la prelucrarea masuratorilor astronomice. Teoria sa este cuprinsd In lucrarea
”Teoria miscdrii corpurilor ceresti ce se rotesc n jurul Soarelui dupd sectiuni conice”, publicata in
1809. Pe langd multe alte probleme teoretice, K.F.Gauss propune si formula care pune in evidenta
repartitia normald a erorilor aleatoare. In lucririle sale ulterioare, K.F.Gauss aprofundeazi latura
algebrica a metodei celor mai mici patrate, deducand o serie de formule necesare evaluarii preciziei
masuratorilor. Pierre Simon Laplace (1749-1827), in tratatul sdu de baza “Teoria analitica a
probabilitatilor”, da o noud fundamentare teoretica metodei celor mai mici patrate, care constituie
de fapt premiza dezvoltarii teoretice ulterioare. El are meritul de a fi facut si legatura stransa dintre
erori §i probabilitate, prin definirea corectd a formulei probabilitatii unei erori. Masurarea arcelor de
meridian si a latitudinilor, ca si prelucrarea acestora, a permis determinarea formei si dimensiunilor
Pamantului pe baza carora s-a elaborat sistemul metric, sistem practic de masuri “bun pentru toate
timpurile si pentru toate popoarele”.De asemenea, intocmirea hartilor si planurilor topografice ale
tarilor, a impus mai intdi, crearea retelelor de triangulatie geodezica de sprijin. Calculele de
compensare a marilor retele de triangulatie au necesitat dezvoltarea corespunzatoare si a teoriei
erorilor. Aplicarea teoriei erorilor de masurare si a metodei celor mai mici patrate in domeniul
masuratorilor terestre, in special al geodeziei si topografiei, a fost facutd de reputatii specialisti
romani Stefan Paraschivescu, Theodor Pompei, loan Virgiliu, Constantin Motas, loan Placinteanu,
Mihai P.Botez, unii dintre ei fiind si cadre universitare cu lucrari stiintifice teoretice si practice de
prestigiu.



Capitolul 1

Obiectul teoriei prelucrarii masuratorilor geodezice

Tn general, orice proces de masurare este insotit de erori, a ciror surse principale pot fi sintetizate
dupa cum urmeaza:

» calitatile operatorului (pregatirea profesionald, starea sa de moment etc.);

» performantele si starea de intretinere ale aparaturii utilizate;

» mediul inconjurator (clima, vegetatie, vizibilitate etc.).

Asupra fiecarei surse de erori se va reveni in cadrul manualului in mai multe randuri.

Pentru micsorarea influentelor daunatoare ale erorilor de masurare, in geodezie in general,
dar si in oricare componenta a acesteia (topografie, cadastru, fotogrammetrie s.a.m.d.) se executa un
numar mult mai mare de determinari decat cel strict necesar si suficient, in functie de precizia pe
care acestea trebuie sa o aiba la sfarsit (datd de instructiuni sau stabilita prin tema lucrarii).

Un prim scop principal al prelucrarilor masuratorilor geodezice consta in determinarea celor mai
bune (sau a celor mai probabile) valori pentru fiecare dintre marimile masurate.

Un alt scop principal al oricarei prelucrari de masuratori geodezice constd in determinarea unor
estimatori ai preciziei de masurare, care partajeaza masuratorile efectuate din punctul de vedere al
exactitatii cu care acestea au fost executate. In aceastd categorie de preocupiri se poate include si
determinarea preciziei rezultatelor finale obtinute prin prelucrare.

Calculul preciziei este necesar in diferite etape ale prelucrarii, dintre care cele mai semnificative
sunt:

» prelucrari locale, cand se are in vedere, separat, cate un set de masuratori dintr-0 lucrare
mai mare (de exemplu, determinarea preciziei de masurare a directiilor sau unghiurilor
efectuata Intr-o singura statie dintr-o retea geodezica de triangulatie);

» prelucrari in retea, cand se determind anumiti estimatori de precizie nu numai pentru
marimile masurate ci si pentru rezultatele finale ale lucrarii (de exemplu, calculul
preciziei coordonatelor punctelor in care s-au efectuat masuratorile).

Prelucrarile masuratorilor geodezice au un caracter complex, fiind bazate pe principii teoretice care

au fost enuntate aproape in aceeasi perioada de timp, de catre Legendre (1806) si Gauss (1809).



Aceste principii au fost preluate, dezvoltate si completate, rezultand metoda de calcul cunoscuta sub
denumirea de Metoda celor mai mici patrate sau Metoda patratelor minime.
Prin aplicarea acestei metode, se realizeaza obtinera unor corectii pentru marimile masurate direct
(care primesc atributul final de marimi compensate). Corectiile masuratorilor care se determina in
diferite etape ale prelucrarii, satisfac un deziderat esential si anume: suma patratelor lor tinde catre
un minim, ceea ce reprezintd, in sens larg, o conditie intr-un proces de optimizare. Prin respectarea
acestui principiu fundamental, la care se mai adauga si altele, metoda la care ne referim a primit
denumirea mentionata mai inainte.
Dintre principiile generale de baza, pe care le respecta orice prelucrare a masuratorilor geodezice
trebuie mentionate chiar la inceputul capitolului, principiul care poate fi apreciat ca fundamental:
precizia finala a unei marimi considerate sau a lucrarii in ansamblul ei, este determinata in
procesul de masurare si nu in cel de calcul. Cu alte cuvinte, din masuratori imprecise nu pot rezulta
marimi In care utilizatorul sa poata avea incredere deplina.
Pentru clarificarea didactica a celorlate principii care stau la baza metodei celor mai mici patrate,
sunt necesare definitii si clasificari ale masuratorilor geodezice precum si ale erorilor care le
insotesc.

1.1. Criterii principale de clasificare a erorilor de masurare
Marimea sau valoarea unei anumite entitafi fizice masurabile poate fi cunoscutd de catre
cercetatorul care executd masurarea, doar in anumite limite, oricat de dezvoltate ar fi tehnologiile

folosite la determinarea acesteia. In functie de parametrii mentionati la inceputul capitolului, care

declanseaza aparitia erorilor de masurare, rezultatul final este mai mult sau mai putin precis, dar
intotdeauna afectat de erori. De aceea, una dintre definitiile simple, dar sugestiva si corecta in

acelasi timp, care se poate da pentru eroarea de masurare este urmatoarea:

Eroarea Valoarea masurata Valoarea de referinta
de = a - a (1.1)
masurare marimii considerate marimii considerate

In mod asemanator, pentru nofiunea de corectie a masuratorii se poate da urmatoarea definite:

Corectia Eroarea
unei = - unei (1.2)
masuratori masuratori




Definitiile de mai sus contin notiunea de valoare de referinta a marimii considerate, n raport de
care se pot face multe particularizari si clasificari a erorilor de masurare, dintre care se vor prezenta
n continuare cele mai des utilizate.

1.1.1. Clasificarea erorilor in raport de marimea lor
In raport de criteriul mentionat se pot deosebi doua tipuri principale de erori.

1.1.1.1. Erori evitabile, categorie in care se pot cuprinde, de exemplu, erorile de dimensiuni
neobisnuit de mari, datorate neatentiilor operatorului care executd masurarea, sau defectiunilor
grave ale aparaturii, inregistrarea gresita in carnetele de teren (de exemplu cu un numar de grade a
unei lecturi pe cercurile teodolitelor) sau lecturi gresite (de ordinul metrilor) pe mirele de nivelment
s.a. Astfel de erori se pot denumi gregseli si NU caracterizeaza masuratorile geodezice si, de aceea,
nu vor intra in preocuparile capitolelor manualului.

1.1.1.2. Erori inevitabile. Acestea sunt erori care intervin in toate masuratorile geodezice,
indiferent de pregatirea sau indemnarea operatorului, de performantele aparaturii sau de starea
mediului in care se efectueaza. Desigur, marimea lor este diferitd, in functie de acesti parametri, de
tehnologiile de masurare si de prelucrare locala. Practica a ardtat ca semnele + sau — ale erorilor
inevitabile sunt repartizate aproximativ egal.

1.1.2. Clasificarea erorilor in raport de modul lor de actiune
Erorile inevitabile pot avea urmadtoarele modalitati de actionare, care determina si denumirea
acestora.

1.1.2.1 Erori sistematice. Erorile sistematice sunt influentate (atit ca marime cat si ca semn)
de un anumit parametru. Acest gen de erori poate fi declansat de oricare dintre sursele mentionate la

inceputul capitolului, fiind tipice pentru orice procedeu de masurare folosit in geodezie. Ca

exemplu, se poate reaminti aici eroarea sistematica de masurare a unei distante cu o panglica de otel
(cunoscuta de la cursul de Topografie), in functie de diferenta care existd intre temperatura de
masurare §i cea de etalonare.

Dupa cum se vede, chiar din acest exemplu simplu, erorile sistematice 1si pot schimba semnul pe
parcursul unei zile de lucru (dimineta temperatura la care se face masurarea poate fi mai mica decat
temperatura de etalonare §i atunci eroarea are un anumit semn, iar pe mdsurd ce temperatura
exterioara se mareste, erorile sistematice respective pot capata un semn diferit).

Prin urmare, se poate emite ipoteza ca influenta erorilor sistematice asupra masuratorilor se

cunoaste, iar efectul acestora trebuie eliminat, total sau partial, prin tehnologiile adecvate folosite la



executarea masuratorilor propriu-zise, sau prin anumite corectii (obfinute prin calcul) care se
adauga ulterior:

» verificarea si rectificarea aparatelor de masura, de erorile provenite din dereglarca
anumitor parti componente. De exemplu, rectificarea teodolitului datoratd erorii de
colimatie, a erorii de index, rectificarea instrumentelor de nivelment datorata erorii de
neparalelism dintre directricea nivelei torice §i axa de vizare etc;

» aplicarea unei metode corespunzatoare de masurare. Deoarece dupa rectificarea
aparatului, pot ramane dereglari reziduale, in general mici, se poate diminua influenta
erorilor sistematice remanente prin modul de lucru, adoptand o metoda de masurare
adecvata. De exemplu, erorile reziduale de colimatie, se pot practic indeparta prin
masurarea directiilor orizontale in ambele pozitii ale lunetei. Analog, influenta erorii de
neparalelism dintre directricea nivelei torice si axa de vizare a lunetei instrumentului de
nivelment, la masurarea diferentei de nivel dintre doud puncte, se poate practic elimina
prin nivelment geometric de mijloc;

» aplicarea ulterioara, dupa masurare, a unor corectii specifice fiecarui tip de masuratori.
De exemplu, la masurarea precisa a distantelor cu panglica de otel, se calculeaza si se
aplicd corectiile de etalonare, de temperaturd, de sdgeatd etc. Analog, diferentele de
nivel, masurate prin nivelment trigonometric — geodezic, la distante de 1...3 km, se vor
corecta cu corectiile de curbura a Pamantului si de refractie atmosferica.

1.1.2.2. FErori intamplatoare (aleatoare). Datoritda factorilor mentionati la inceputul

capitolului, cu toate masurile de precautie care se iau in orice categorie de masurdtori geodezice,

erorile intamplatoare (aleatoare) nu pot fi evitate. Daca se accepta ca valoare de referinta, de

exemplu, media aritmetica a unui numar oarecare de masuratori repetate efectuate asupra unei
marimi, atunci diferentele de forma (1.1) au, In general, un caracter intdmplator (aleator), care este
specific pentru orice proces de masurare. Asupra acestei problematici se va reveni in 2.4, deoarece
studiul erorilor aleatoare (intdmplatoare) reprezinta un obiectiv principal al Teoriei prelucrarii
masuratorilor geodezice.

Desi din punct de vedere didactic, modul de clasificare a erorilor de masurare folosit in acest
paragraf este necesar, in activitatea practicd nu se poate face o delimitare precisd intre aceste
categorii de erori. Astfel, dacd se schimba conditiile de masurare, anumite ereori aleatoare pot

deveni erori sistematice si invers.



In incheiere la acest paragraf se vor defini anumiti termeni care sunt folositi frecvent in prelucrarea
masuratorilor geodezice.

Ecartul este diferenta dintre doud valori oarecare, dintr-un sir de masuratori repetate,
efectuate asupra aceleiagi marimi.

Ecartul maxim este reprezentat de diferenta dintre valoarca maxima si valoarca minima
(considerate in valoare absoluta), obtinute dintr-un sir de masuratori repetate efectuate asupra
aceleiagi marimi.

Toleranta este limita admisa (de instructiuni, regulamente sau caiete de sarcini) pe care o
poate lua ecartul maxim. Diferenta dintre ecartul maxim si toleranta admisibild este un indicator
deosebit in ceea ce priveste calitatea masuratorilor: cu cat aceasta diferentd este mai mare, se spune
ca masuratoarea este mai precisa, si invers.

1.1.3. Clasificarea erorilor in raport de modalitatea de exprimare a acestora

1.1.3.1. Erori exprimate numeric. In raport de definitia (1.1.) si de diferite marimi de
referinta, rezulta diferite valori pentru erorile corespondente.

1.1.3.2. Erori relative. Eroarea relativa e; a unei masuratori reprezinta raportul dintre

valoarea numerica a erorii e $i marimea masuratorii propriu — zise m’;
e, =—0. (1.3)

De reguld, erorile relative au un caracter informativ si de aceea se exprima sub forma rotunjita, ca
de exemplu: 1:200 000, 1:5 000 s.a.m.d. si intervin In geodezie Tn mod deosebit la masuratorile de

distante.

1.1.4. Clasificarea erorilor in raport de sursa
La acest gen de clasificare ne-am referit chiar la Tnceputul capitolului. Revenim, in continuare, cu
unele detalieri.

1.1.4.1 Erori personale. Acestea se datoreaza calificarii profesionale a operatorului sau sunt
cauzate de deficiente de vedere sau de concentrare ale acestuia. De exemplu, deficientele de vedere
au o anumitd influenta asupra aprecierii cititorilor pe cercurile gradate ale teodolitului.

1.1.4.2. Erori instrumentale. Datorita unor imperfectiuni de constructie sau de dereglare in
timp a anumitor pdrti componente ale instrumentelor si aparatelor de masurd, rezultatul
masuratorilor devine mai imprecis. Exemplificarile pot fi foarte numeroase si au mai fost amintite

anterior: eroarea de neparalelism dintre directricea nivelei de precizie i axa de vizare la un aparat



de nivelment, eroarea de colimatie la un teodolit, modificarea lungimii unei panglici de otel de 50
m dupa reparare §i in situatia ca nu s-a facut o reetalonare etc.

1.1.4.3. Erori de mediu. Astfel de erori sunt datorate variatiilor in conditiile de mediu
inconjurator (exterior) in care se executd masuratoarea. De exemplu, variatiile de temperatura,
presiune, umiditate, luminozitate, etc, produc modificari ale aparatelor de masura, care au fost
etalonate pentru anumite conditii standard (de laborator).

1.2. Clasificarea masuratorilor geodezice
Dupa enuntarea principalelor tipuri+ de erori, este utila si prezentarea unor criterii principale de
clasificare a masuratorilor geodezice, pentru a se putea prezenta in continuare mai usor unele
consideratii teoretice.

1.2.1. Clasificarea masuritorilor in raport de conditiile de efectuare

1.2.1.1. Masuratori directe pot fi considerate acele masuratori in care marimea fizica
consideratd se compara cu unitatea de masura. Exemplul clasic este reprezentat de masurarea unei
distante cu ajutorul panglicii de otel de 50 m.
Tot ca masuratori directe pot fi considerate si functiile simple de marimile masurate direct. Astfel,
de exemplu, determinarea unei diferente de nivel prin nivelment geometric este considerata
masuratoare directd, desi in mod strict riguros, ca masurare directd sunt fiecare dintre cele doua
citiri efectuate pe fiecare mira.

1.2.1.2. Masuratori indirecte sunt considerate acele madsurdtori care contribuie la
determinarea altor marimi care nu se pot masura direct; aceste ultime marimi sunt legate de cele
masurate direct prin relatii matematice de dependentd. De exemplu, determinarea altitudinilor
reperilor dintr-o retea de nivelment geometric (care nu pot fi determinate direct, cu precizia
adecvatd), utilizand diferentele de nivel intre reperii retelei care sunt considerate masuratori directe.

1.2.1.3. Masuratori conditionate. Acest tip de masuratori poate fi considerat ca un caz
particular al masurdtorilor directe si anume atunci cand acestea sunt legate intre ele prin anumite
relatii de conditie geometrice sau analitice. De exemplu, daca Intr-un triunghi plan au fost masurate
direct toate unghiurile, atunci suma lor trebuie si fie egald cu 200° (in gradatia cenezimal).

1.2.2. Clasificarea masuratorilor in raport de precizia acestora

1.2.2.1. Mdasuratori de aceeasi precizie, atunci cand, de exemplu, masuratorile sunt efectuate
riguros 1n aceleasi conditii, astfel incat masuratorilor 1i se poate acorda acelasi grad de incredere.

Asemenea situatii intervin relativ rar in activitatea curenta.



1.2.2.2. Masuratori ponderate sau masuratori de precizie diferitd, intervin atunci cand unul
dintre factorii declansatori de erori diferd de la o masuritoare la alta. In acest fel, unele dintre
masuratori sunt mai precise decét altele, ceea ce corespunde situatiilor reale din activitatea curenta.
Caracteristic pentru astfel de masuratori sunt ponderile care se ataseaza acestora in scopul partajarii
lor, si la care ne vom referi de mai multe ori in cadrul manualului.

1.2.3. Clasificarea masuritorilor in raport de gradul de dependenta statistica

1.2.3.1. Masurdtori corelate sau dependente statistc, intervin in situatiile in care ansamblul
de conditii n care se efectueaza o masuratoare influenteaza total sau partial rezultatul alteia (sau
altora) dintre masuratori. Corelatia sau dependenta statistica existentd Intre masuratorile initiale
(originare), se exprima cu ajutorul unui coeficient de corelatie, la care ne vom referi in capitolul 2.

1.2.3.2. Masuratori independente intervin in prelucrarile in care se considera ca modalitatea
de realizare a unei masuratori nu influenteaza rezultatul celorlalte. De exemplu, la masurarea
diferentelor de nivel prin utilizarea unor niveleuri de lungime convenabila, are ca rezultat efectuarea
rapida si uniforma a lucrarilor, precum si la péstrarea conditiilor de lucru, ceea ce are ca efect final
obtinerea unor marimi care pot fi acceptate ca independente.
Analizandu-se strict riguros procesele de masurare, cerectarile efectuate in ultimele decenii au
condus la concluzia ca de fapt nu existda masuratori independente, deoarece erorile instrumentale
remanente, ca si conditiile exterioare de lucru, determina calitatea rezultatelor obtinute, grupandu-le
din acest punct de vedere. Aceasta reprezintd, de fapt, o legaturd de naturd stochastica intre
observatiile cuprinse intr-un anumit grup. Totusi foarte multe prelucrari efectuate in geodezie
neglijeaza aceste corelatii, deoarece acestea sunt greu de determinat si Incarca semnificativ atat

volumul de lucrari cat si costul acestora.



Capitolul 2

Notiuni elementare de teoria probabilitatii si statistica

Masuratorile geodezice au un pronuntat caracter aleator (intdmplator). Studiul fenomenelor sau
evenimentelor aleatoare este abordat in mod deosebit in Teoria probabilitatii si respectiv in
Statistica.

2.1. Camp de evenimente

Evenimentul este rezultatul unui experiment si este o notiune fundamentala in teoria probabilitatii.
Exemplul clasic este reprezentat de evenimentul care se poate produce la un experiment foarte
simplu si anume la aruncarea unui zar cu sase fete. Se pot formula diferite evenimente posibile:

» aparitia unei anumite fete, care se noteaza: (1), (2), ...,(6);

» producerea unui eveniment mai complex, definit, de exemplu, prin posibilitatea de a
aparea ori fata 4 ori fata 6 a zarului, este notata (4,6). Analog posibilitatea de a aparea
una dintre fetele 1,3 sau 5, este notata (1,3,5) s.a.m.d.;

» la evenimentele de mai sus se adaugd evenimentul sigur, notat (1,2,3,4,5,6), definit prin
certitudinea ca la fiecare aruncare a zarului va apdrea o anumitd fatd a sa, caracterizata
de unul dintre cele 6 numere. La aceasta se adaugd evenimentul imposibil, definit prin
desemnarea faptului de a nu aparea nici una dintre fetele zarului la oricare dintre

aruncari, sau de a apdrea o cifrd diferita de cele 6 specifice pentru oricare zar obisnuit.

Evenimentul sigur se va nota cu S iar evenimentul imposibil cu @ .

Activitatea umana poate fi descrisd ca un sir de astfel de evenimente, care au un anumit specific
pentru fiecare sector de activitate. Mai pot fi mentionate, in aceste notiuni introductive,
evenimentele compatibile, care sunt acele evenimente care au proprietatea de a se putea realiza
simultan si respectiv evenimentele incompatibile, care nu au aceasta proprietate.

Rezultatul experimentului, luat spre exemplificare, poate fi exprimat printr-o cifra, care a primit
denumirea de variabila intdmplatoare sau variabila aleatoare *).

In situatiile examinate mai inainte se mai spune ca variabila aleatoare are un caracter discret,
deoarece numarul de evenimente posibile la aruncarea cu zarul are un caracter finit.

Totalitatea evenimentelor care pot avea loc intr-un experiment este denumita populatie.
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In exemplul considerat populatia este constituita din urmatoarele evenimente:
1), (@), (3), (4), (3), (6)
(1,2), (1,3), ..., (1,6),..., (2,6),..., (5,6)
(1,2,3), (1,2,4), ..., (4,5,6)
(1,2,3,4), (1,2,3,5), ..., (3,4,5,6)
(1,2,3,4,5), (1,2,3,4,6), ..., (2,3,4,5,6)

(1,2,3,4,5,6)
combinarile de n elemente, luate cate k se determina cu formula:
n!
C,=r—— . 2.1
" (n—Kk)!k! @)
Rezulta ca in exemplificarea avutd in vedere vor exista numai urmatoarele situatii posibile:
I
C61 — i =6;
5L
I
CGZ — i =1 ;
41.21
I
=2~ 20:
33!
I
C64 = i = ;
2141
I
=2 —p;
.51
I
cj=i1=1
00!

*) Expresia provine de la cuvantul latin alea, care inseamna zar

Prin urmare, totalitatea evenimentelor posibile care pot avea loc Tn acest experiment este:
cl+ci+c+C, +C° +C,° =64,

ceea ce confera experimentului un caracter finit.

In tehnica, inclusiv in domeniul geodeziei, evenimentele sau variabilele aleatoare au un

caracter continuu, mai ales cand experimentul este realizat cu aparaturd de rezolutie superioara.

Astfel, la masurarea repetatd a unei distante, ca rezultat se poate obtine, in principiu orice valoare.

In plus, numirul evenimentelor posibile intr-un asemenea experiment poate fi considerat ca infinit

sau continuu, deoarece distanta poate fi remasurata de un numar oricat de mare.
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Teoria prelucrarii masurdatorilor geodezice are in vedere, aproape fara exceptie, variabile

aleatoare cu caracter continuu.

Un sistem sau un camp de evenimente sau o populatie notat(i) C este reprezentat(d) de mulfimea

evenimentelor care pot aparea intr-un anumit experiment. De cele mai multe ori, cel care executa
experimentul respectiv se multumeste doar cu o anumita parte oarecare a sa, denumita esantion de
sondaj sau mai simplu esantion. In acest caz experimentul poseda un caracter finit (ceea ce este
specific pentru experimentele curente din activitatile de naturd tehnicd).
Rezultatele finale ale unor asemenea experimente se numesc estimatii, deoarece se referd doar la
studierea (mdsurarea) unui esantion din intreaga populatie. De aceea se spune ca estimatia are o
valoare cantitativa statistica, adica nu absolut exactd sau absolut sigura ci numai (foarte)
probabila. Estimatia poate fi consideratd corecta, atunci cand selectia este reprezentativa. Pentru
aceasta este necesar ca elementele care compun selectia sa fie suficient de numeroase si astfel alese
incét sa aiba caracter aleator, probabilistic, ceea ce va permite descrierea cat mai fidela a populatiel.
Principalele proprietati ale evenimentelor
» Implicarea: se considera doua evenimente A si B din acelasi experiment. Daca odata cu
evenimentul A este realizat si evenimentul B se spune cd evenimentul A este implicat de
evenimentul B sau cd evenimentul A este o parte a evenimentului B si se scrie A — B
sau B 5 A. In exemplul aruncirii zarului se pot exemplifica:
(1) < (1,5); (2,3) < (1,2,3,5) s.a.m.d. (2.2)
» Tranzitivitatea: consderand evenimentele A, B, D care apartin unui aceluiasi
experiment, in care: A c B; B — D, atunci A — D. Pentru exemplificare, revenim la
experienta aruncdrii cu zarul:

) (2,3); 2,3)c(1,234) = (2) = (1,2,34). (2.3)

» Contrarul evenimentului A este reprezentat de evenimentul care consta in nerealizarea
acestuia si se noteaza cu A. Ca exemplificare, in experimentul avut in vedere pani acum,
se poate scrie:

daci A este (2,6) atunci A este (1,3,4,5). (2.4)

Contrarul evenimentului sigur S este evenimentul imposibil @ .

» Reuniunea: daca A si B sunt doud evenimente din acelasi experiment, producerea fie a
evenimentului A, fie a evenimentului B se noteazda AUB fiind pronuntat A sau B si se

numeste reuniunea celor doua evenimente.

12



Evident:
Au @=A, (2.5)

pentru oricare eveniment A. Se pot da si alte exemple de reuniuni:
B)u(B)=(35); (2,6) U (34,6)=(23456). (2.6)
Reuniunea tuturor evenimentelor elementare (a se vedea definitia acestora putin mai jos) dintr-un

camp de evenimente este evenimentul sigur S. In experienta aruncirii zarului cu sase fete,

evenimentele elementare fiind (1), (2), (3), (4), (5), (6), rezulta:
DuRuEu@EuB)ud)=(1,2345,6), (2.7)

ceea ce reprezintd evenimentul sigur S .

» Intersectia: daca se au in vedere aceleasi evenimente A, B din experimentele anterioare,
evenimentul care consta 1n producerea lor simultand se noteaza ANB , fiind pronuntat A
si B si se numeste intersectia acestora. Ca exemplificare, din experimentul aruncarii
zarului cu 6 fete se poate scrie:

(4N (146)=4); (25 n(234)=(2). (2.8)

Daci An B =@, evenimentele se numesc disjuncte sau incompatibile. Ca exemplificare:
(1,4) " (236)=6@. (2.9)
> Evenimentul elementar: un eveniment A € C, A = @ se numeste eveniment elementar

daca fata de oricare alt eveniment BeC, B#A indeplineste una din situatiile:
ANnB=@; Ac B. (2.10)

Definitia de mai sus este valabila si pentru campurile infinite de evenimente. Se constata cu usurinta
ca evenimentele (1), (2), (3), (4), (5), (6) sunt evenimente elementare deoarece satisfac
prima conditie din (2.10). Prin urmare, evenimentele elementare sunt evenimente disjuncte
(incompatibile).

2.2. Frecventa

Sa presupunem ca se continud experimentul aruncarii zarului cu 6 fete, in sensul ca se repeta
aruncarea sa de un numar finit de ori (de exemplu de 100 ori). Se va constata, de exemplu, ca intr-0
astfel de serie de 100 de aruncari cifra 2 apare de 15 ori. Repetand experimentul anterior, in aceleasi
conditii (100 aruncari), este posibil sd se obtind un numar diferit de aparitii ale cifrei 2, care insa,
vor oscila n jurul valorii 15: de exemplu de 14 ori, de 12 ori, de 16 ori s.a.m.d.. Numarul de aparitii

ale cifrei 2 din cele 100 de aruncari repetate ale zarului este denumit frecventa absoluta a aparitiei
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cifrei 2. Raportul dintre fiecare dintre aceste numere de aparitii si numarul total de aruncari (de
exemplu 15/ 100 = 0.15; 14 / 100 = 0.14; 12 / 100 = 0.12; 16 / 100 = 0.16 s.a.m.d.) se numeste
frecventa relativa sau, mai simplu, frecventa.
Rationamentul si definitiile de mai sus se pot aplica si in cazul variabilelor aleatoare continuie,
cum ar fi, de exemplu, masurarea repetatd de un numar exagerat de ori a unei marimi X, pentru care
rezultatele obtinute se ordoneaza in ordine crescatoare:

X2, X9,..., X2, (2.11)
unde n este un numar finit. Acesta acopera un anumit interval pe scara numerelor reale (raportate,

de exemplu, pe axa absciselor X, ca in Fig. 1). Intervalul are limita a = X? (minimd) si respectiv

b =X (maxima).

X | x| ] ] X

Lol R
a(X,") a(X,)

Fig. 1. Rezultatele unei masuratori repetate

Masuratorile avute In vedere sunt cuprinse in intervalul mentionat:
as<X?<b, i=1,2,..,n (2.12)
Deseori este util ca intervalul considerat sa fie impartit intr-un numar m oarecare de clase sau de
intervale, de latime AX, cu centrele in punctele x1, X2, ... , Xm.
Tn fiecare dintre aceste subintervale se vor afla un numar diferit ky, Ko, ..., ki, de masuratori.
Considerentele de mai sus se pot formula sintetic sub forma:
0<k, <n;
(2.13)
m
> ki =n.
i=1
Numarul de clase m se poate stabili cu diferite formule, deci are un caracter arbitrar. In (Fotescu &

De ex. Savulescu, 1988, pg. 1.2) se recomanda:
m=1+3.3221In(n). (2.14)
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Se noteazd cu h(x,,AX) functia frecventelor (relative) ale claselor astfel constituite, care se va

determina analog cum s-a procedat si in experimentul cu caracter discret:

h(xi,AX):ﬁ<1 , (2.15)
n
rezultand evident:
0<h(x;,AX)<1, (2.16)
> h(x,AX) = 1Zki =1. (2.17)
i1 [

Asa cum rezulta chiar din relatia de definitie, functia frecventelor relative depinde nu numai de
centrul clasei considerate X, ci si de marimea AX a intervalului dintre clase, care a fost ales arbitrar.
Daca se ordoneaza intr-un tablou rezultatele obtinute pentru variabila aleatoare continua avuta in
vedere si anume centrele claselor considerate si frecventele acestora:
X1 X2 Xm
(2.18)
h(x;,AX) h(x,,AX) .. h(x,,AX),
se spune ca s-a obtinut repartifia variabilei aleatoare continuie X.
Reprezentarea grafica a repartitiilor empirice (rezultate din masuratori) se poate realiza in mai
multe moduri, dintre care curba frecventelor (numita si histograma - Fig. 2a) precum si poligonul

frecventelor (Fig. 2b) sunt cele mai sugestive.

h(x,,AX) h(x,,AX)
A A

Fig. 2. Reprezentarea grafica a functiei frecventelor unei variabile aleatoare continuie:
a) — histograma ; b) — poligonul frecventelor
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Reprezentarea din Fig. 2 are un caracter didactic — demonstrativ, nefiind rezultatul unor
masurdtori concrete, insd majoritatea experimentelor practice sunt caracterizate de configuratii
asemanatoare.

Histograma se construieste astfel:

» se inscriu pe abscisa limitele claselor;

» pentru fiecare clasa se construieste un dreptunghi, care are ca baza (pe abscisa) intervalul

clasei si ca naltime frecventa clasei.

Asemanator cu histograma se reprezintad grafic si poligonul frecventelor (Fig. 2b) care
rezultd din unirea punctelor definite pe abscisa prin centrul clasei iar in ordonatd prin frecventa
clasei.

2.3. Probabilitate

2.3.1. Probabilitatea teoretica

Atunci cind numarul n este suficient de mare, deci atunci cand esantionul tinde sa ia
dimensiunile intregii populatii din care provine, functia frecventelor relative tinde catre functia de

probabilitate (care reprezinta, pe rind, probabilitatea clasei la care ne referim):

Iim{h(xi,AX):%}: P(x;, AX) . (2.19)

n—oo

Se constata astfel ca functia de probabilitate P(xi , AX) , 1a fel ca si functia de frecventa

h(x; ,AX) depinde nu numai de pozitia centrului clasei de care aceasta apartine (x;) ci si de marimea
intervalului (AX) care, asa cum s-a stabilit, este ales arbitrar. Pentru a elimina acest neajuns, se
imparte functia de probabilitate cu o constantd oarecare, de exemplu cu latimea intervalului Ax .
Rezultd la limita o alta functie f(x;), care este denumita densitate de probabilitate sau densitate de

repartifie.

f(x,)= Alximjx{P(xAi—'xAm} , (2.20)

care, ca si probabilitatea P(X; , AX), este o functie continud, integrabila.

Tn continuare se poate pune intrebarea: care este probabilitatea ca o masuritoare m® oarecare si se

afle situata sub o limita x data. Raspunsul este obtinut prin integrarea corespunzatoare a densitdatii
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de probabilitate / de repartitie 1(x). Functia F(x) obtinuta este denumitd funcfie de distributie a

variabilei aleatoare avuta in vedere Pelzer, 1980, pg. 36:

F(x)= P{m® < x} = P {-oo<m® <x}=[" f(x) dx . (2.21)

Prin particularizarea relatiei de mai sus se pot obfine raspunsuri la unele intrebari care intervin

deseori 1n activitatea curenta:

> care este probabilitatea teoreticd infinitezimald dP , ca o anumiti masuratoare m® (in

cazul concret examinat aici o distanta d° oarecare) si se situeze intre limitele x si x + dx:
dP {x < mo(do) <x+dx}= F(x)dx ; (2.22)

0

» probabilitatea teoretica pentru ca o masuratoare oarecare m- sa se afle intre doud limite

asib:

P%a <m0 < b}: F>{mO < b}— P{mo < a}: F(b)—F(a) = [Pf (x)dx. (2.23)
2.3.2. Probabilitatea simpla

Pentru cazurile care intervin frecvent in activitatea practica curentd, unde n este un numar foarte
mare dar finit, se accepta, de cele mai multe ori, ca probabilitatea este media aritmetica a
frecventelor relative ale evenimentelor elementare considerate.

Consideratiile de mai sus sunt valabile cand se indeplinesc anumite conditii. De exemplu, in cazul
experimentului constituit din aruncarea simpla, repetata, a unui zar, trebuie respectate urmatoarele
conditii minimale si obligatorii:

e zarul trebuie sa fie simetric (ca forma) si omogen (ca structurd);

e numdrul de experimente trebuie sa fie cat mai mare.

Experimentele reale nu satisfac complet cele doua conditii esentiale mentionate mai sus, si ca
urmare, derularea si observarea acestora nu pot fi considerate complete.

Probabilitatea simpla este reprezentata de raportul dintre numarul cazurilor favorabile i
numarul cazurilor posibile, in ipoteza ca toate cazurile sunt egal posibile. Din acest motiv s-a
presupus mai inainte cd probabilitatea (frecventa medie) de aparitie a cifrei 2 la aruncarea unui zar
cat mai corect construit (simetric si omogen) este de 1/6 = 0,15.

Se pot da si alte exemple de calcul al probabilitatii simple de producere a unor evenimente din
anumite experimente:

e probabilitatea de a aparea o cifra para (sau impara) la aruncarea zarului este 3/6 = 0,5;
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e intr-o urna se afla a bile albe si b bile negre. Probabilitatile de extragere a unei bile albe

P(a) sau a unei bile negre P (b) se determina cu relatiile:

b
a+b

P(a)= ﬁ; P(b)= , (2.24)

si depind de numerele de bile albe, respectiv negre, care se afla in urna.

Definitia clasica a probabilitatii simple, prezentate anterior, oferda posibilitatea calcularii sale in

marea majoritate a cazurilor intilnite in practica. Totusi, pentru unele situatii, aceasta nu poate da

raspunsuri exacte si satisfacatoare. Astfel, de exemplu, cu definitia mentionatd mai Tnainte nu se

poate determina probabilitatea obtinerii unei anumite valori probabile atunci cand o anumita

distanta este masurata in mod repetat.

De o importanta deosebitd pentru ceea ce se va prezenta in continuare in manual este urmatoarea
Definitie

Doui evenimente A si B ale unui cAmp C  se numesc independente daci are loc egalitatea:
P(AnB)=P(A) * P(B). (2.25)
Recapituland, se pot defini urmatoarele proprietiti ale probabilititii simple P pe un cimp de

evenimente C (Mihoc, 1954, Mihoc si Urseanu, 1962, Sabac, 1965 s. a.):

P (@) =0; (2.26)

PA)=1-PA) ; Ae C, (2.27)

0<P (A)<1; AeC, (2.28)

P(A) < P(B) daci AcB;Ae C;Be C. (2.29)

2.4. Erori intamplitoare (aleatoare)
Asa cum s-a aratat in 1.1.2.2., in ipotezele utilizate in analizele care se vor efectua in Teoria
prelucrarii masuratoilor geodezice Se va presupune ca masuratorile sunt corectate de influentele
erorilor sistematice.
Fiecare variabila intdmplatoare, in cazul nostru - fiecare masuratoare geodezica, este insotitd de o
eroare intamplatoare (aleatoare), care are surse multiple si complexe de producere, dependente de

specificul masuratorii, in primul rind, precum si de modalitatea In care aceasta este obfinuta si pe
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care le-am mentionat in cap. 1. Prin definitie o variabila aleatoare X este denumita n -

dimensionald atunci cand fiecare dintre componentele sale X° (i =1, 2, ..., n) este o variabild
aleatoare unidimensionald. Pentru fiecare dintre acestea se poate determina probabilitatea P(X?).

Proprietatea mentionatd poate fi interpretata si Tn urmatorul sens: rezultatele masuratorilor repetate
asupra unei anumite marimi variazd intre ele, dar sunt limitate in interiorul distributiei de
probabilitate aferente.

In mod uzual, erorile aleatoare poseda urmitoarele caracteristici sau proprietiti comune:

a.- erorile aleatoare mici, in valoare absolutd, sunt mult mai frecvente sau mult mai
probabile decit erorile mari (principiul cauzalist);

b. - erorile aleatoare sunt mai mici decit o anumita limita (principiul limitativ);

C. - in cazul unui numar mare de determindri, efectuate asupra unei anumite marimi,
numadrul erorilor aleatoare pozitive este egal cu numarul erorilor aleatoare negative (principiul
distributiv);

d. - probabilitatea de a se produce o anumita eroare aleatoare este functie numai de marimea
erorii respective (principiul probabilistic).

In mod normal, erorile mari se produc mai rar (sunt mai putin probabile) in comparatie cu erorile
mici (care au o probabilitate mai mare).

Functia care exprima optimal proprietatile mentionate mai sus ale erorilor aleatoare este
reprezentata in Fig. 3 fiind cunoscutd sub denumirea de curba clopot Gauss (Gauss, 1809) si are

ecuatia:

2,2

y=Ce™™, (2.30)
n care:
e pe axa x sunt reprezentate marimile erorilor aleatoare;
e pe axay sunt reprezentate numarul acestora,;
e Csih sunt constante, asupra cdrora se vor prezenta unele semnificatii in cele ce
urmeaza;
e ¢ reprezintd baza logaritmilor naturali; e = 2.712821828 ... Consecintd: In e = 1. A se
vedea si Anexa 4.
Reprezentarea grafica a curbei clopot Gauss este data in figura de mai jos, din care se poate

constata cu usurintd verificarea celor patru proprietati principale ale erorilor aleatoare.
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YA

\ 4

x dx

Fig. 3. Gurba clopot Gauss

Daca se compara curba clopot Gauss cu reprezentarea grafica a repartitiei frecvengelor relative ale
unei variabile aleatoare continuie (Fig. 2) se constatd asemanari evidente. Aceasta confirma
afirmatia ca situatiile care intervin in practica urmeaza legitati probabilistice, mai ales cand volumul
experimentului este suficient de mare (astfel incat relatia (2.19) poate fi interpretatd si prin
semnificatiile sale grafice) .

2.4.1. Probabilitatea infinitezimala a unei erori aleatoare

Probabilitatea infinitezimald a unei erori aleatoare reprezintd probabilitatea dP ca 0 eroare
sd aiba mdrimea cuprinsa in intervalul x si respectiv x +dx din Fig.3 . Aceasta se poate determina
cu regula de calcul a probabilitatii simple datd pufin mai sus, raportand suprafata dreptunghiului
hasurat din Fig. 3 (care reprezinta numarul de erori aleatoare cuprinse in intervalul infinitezimal
mentionat) si suprafata S a Intregului domeniu din interiorul curbei Gauss (care reprezintad
totalitatea erorilor aleatoare din Tntregul experiment):

dx
dP = y—. (2.31)
S
Considerand S =1, rezulta ;
dP = Ce " dx. (2.32)

2.4.2. Probabilitatea finita a unei erori aleatoare
Probabilitatea finitd ca o eroare sa fie cuprinsa intre limitele a si b (Fig. 3) se poate obtine

prin integrarea, Tn ambii membri, a relatiei de mai sus:
b 2,2
Pab)=C[e " dx. (2.33)
2.4.3. Certitudinea producerii unei erori aleatoare

Producerea unei erori aleatoare cu certitudine are probabilitatea P (S) = 1:
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P(-w,+)= C[ e " dx =1. (2.34)

2.4.4. Dependenta dintre constantele C si h
Se presupune cunoscut de la cursul de Analiza matematica (a se vedea si Anexa 3) rezultatul

integralei Euler - Poisson:

jfwe-‘z dt=/x . (2.35)
Daca se efectueaza schimbarea de variabila:
hx=t; (2.36)
h dx = dt, (2.37)
relatia (2.34) devine:
P(- o, +0) = C f""e - % =1, (2.38)
si prin utilizarea solutiilor (2.36) si (2.37) se obtine:
c. (2.39)

Jp

Relatia de mai sus evidentiaza dependenta dintre constantele C si h.

Prin urmare, probabilitatea finita a unei erori aleatoare se poate scrie si sub forma:

P(a, b) = x| (2.40)

h oo
— e
Jps
in care intervine numai un singur parametru si anume h. Acesta este denumit indice de precizie,
deoarece caracterizeaza precizia unei masuratori, asa cum se va arata putin mai departe.

Probabilitatea producerii unei erori aleatoare in intervalul - x si respectiv + x (deci in
valoare absoluta eroarea ‘X‘ ) se poate obtine din relatiile (2.31) s1 (2.37).

R ALl L (2.41)

h e+x
Plx="
|X| \/; J.—Xe 7T ¥0

Deoarece erorile aleatoare au valori mici, expresia din interiorul integralei anterioare se poate

dezvolta in serie (a se vedea si Anexa 4):

e "™ =1-h?x? +... (2.42)
rezultind prin integrare si ordonarea termenilor:
2 (hx)3
Pix|=—1i(hx)- +of 2.43
K== hx) J (2.43)
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2.4.4. Eroarea medie probabilid E_a unei singure misuritori.

Ponderi teoretice

Eroarea medie probabila E_ a unei singure masuratori este acea eroare pentru care numarul

erorilor mai mici, respectiv mai mari, decit aceasta sunt egale. Prin urmare, in interiorul domeniului

definit de curba clopot Gauss, eroarea medie probabilda E, a unei singure masuratori imparte cele
doud suprafete in cite doud parti egale (S, =S, si respectiv S, =S, - in Fig. 4). Rezultd ci

probabilitatea de producere a erorii E , in ambele situatii, facand abstractie de semn, este egald cu 1/2.

YA

\ 4

Fig. 4. Eroarea medie probabild a unei singure masuratori.

Marimea erorii probabile a unei singure masuratori se poate deduce din rezolvarea ecuatiei

de gradul Il (2.43), considerindu-se probabilitatea P qu‘): l:

2

%{(hx)— (h;‘)3 } =% : (2.44)

Solutia ecuatiei de mai sus este xh = 0.4769, sau intr-o aproximatie suficienta:

_ 248 (2.45)

Din relatia de mai sus rezulta ca pentru erori probabile Es din ce in ce mai mici, factorul h devine
din ce in ce mai mare. Aceasta este motivatia pentru care, aga cum s-a mai mentionat anterior,

acesta a primit denumirea de indice de precizie.
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Daca se introduce notatia p=h 2 , s¢ obtine din formula anterioara:

: (2.46)

unde p este intodeauna un numar pozitiv.
Numarul p:h2 se numeste ponderea teoreticd a masurdtorii considerate, fiind invers

. 9 .. .. . 2 .. o o . .
proportional cu patratul erorii medii probabile E_ a unei singure méasuratori. Despre ponderi se va

mai trata si in alte parti ale manualului.

Daca se reprezinta grafic rezultatele obtinute pentru doud experimente diferite (de exemplu 2 serii

de masuratori efectuate asupra unei anumite marimi), acel rezultat care are ordonata la origine mai
- . . . 5 h i .
mare (dacd x = 0 atunci din relatiile (2.30) si (2.39) rezulta y=C= T) este mai precis
T

(experimentul (2) in Fig. 5.,in care h, >hy).

)

@

Fig. 5. Reprezentarea grafica a erorilor obtinute in doua serii

de masurdtori efectuate asupra unei anumite marimi

2.5. Parametri (estimatori) statistici

Variabilele aleatoare care descriu populatiile (in dezvoltarile de naturd teoreticd) sau
selectiile / sondajele (in analizele exeprimentale concrete) se caracterizeaza printr-0 Serie de
parametri (estimatori) statistici, care si-au gasit o mai mare sau o mai mica aplicabilitate in
diversele ramuri ale tehnicii. In continuare se vor examina acei parametri statistici care sunt mai

des utilizati la prelucrarea masuratorilor geodezice.
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2.5.1. Parametrii tendintei centrale

Pentru determinarea celei mai bune valori a unei variabile aleatoare (intdmplatoare) atunci
cand se dispune de masuratori repetate ale unei anumite marimi, se folosesc diversi estimatori, chiar
daca acestia poseda, in unele situatii, si anumite incoveniente.

2.5.1.1. Media aritmetica sau media empirica. Se considera un numar finit n de marimi

aleatoare (intdmplatoare) rezultate din masuratori repetate, efectuate asupra unei marimi:

o] 0 0 0
X :[xl,xz,...,xn]T. (2.47)
Observatii

In manual se vor utiliza urmatoarele conventii de scriere:

e  vectorii si matricile se vor scrie cu caractere (mici, respectiv mari) de tip bold (de

exemplu: a, B). Acestea nu trebuie confundate cu anumite litere P, S, C, E, sa.

folosite pentru a desemna anumite simboluri sau anumiti operatori;

e indicele superior T la vectori sau matrici indica transpusa acestora (de exemplu: a', B');

e matricea inversd va fi notatd cu B ! | jar matricea inversa generalizati cu B -

Asa cum s-a mentionat n introducerea la acest capitol, fiecare componenta din vectorul
(2.47) rezultd dintr-un proces mai mult sau mai putin complex de masurare, in care intervin un
numadr oarecare de observatii elementare, fiecare dintre acestea fiind insofitd de o eroare
elementara specificd. Acestea rdman, in general, inaccesibile cunoasterii umane, dar, evident,
influenteaza rezultatul masurarii.

O valoare de referinta posibila in relatia (1.1), numita 1n acest capitol parametru al tendingei
centrale, este constituit de media aritmetica denumita si medie empirica, notatd X° a esantionului
examinat:

0 1
n-

0 o X
XY == x?:— LTy, (2.48)
J:

In relatia de mai sus s-a folosit simbolul [ ], introdus de citre Gauss, care se citeste sumd
si este folosit frecvent in Teoria prelucrarii masuratorilor geodezice.
Cu | s-a notat vectorul unitate:
i=[111...1]". (2.49)
Deoarece media aritmetica se calculeaza cu usurintd, a ramas si in prezent cel mai folosit
parametru al tendintei centrale. In ipoteza ci misuritorile repetate considerate nu sunt afectate de

influente sistematice, media aritmetica este considerata un estimator optim (Niemeier, 2002).
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Aplicatia 1
Se considera urmatoarele masuratori repetate: 143.255 m, 143.257 m, 143.259 m, 143.255 m,
143.250 m, 143.260 m, 143.265 m, efectuate asupra unei distante. Se cere calculul mediei
aritmetice.
Solutia rezulta din aplicarea formulei (2.48) si este: 143.2573 m.
Din aplicatia simpla de mai sus, se pot deduce unele reguli utile si in alte situatii mai
complexe:
= atunci cand toate marimile avute in vedere la calculul mediei aritmetice au o parte
comuna (in aplicatia considerata: 143 m), media aritmetica se realizeaza numai pentru
cifrele variabile (de dupa virguld);
= daca la impartirea necesara la calculul mediei aritmetice nu rezultd exact acelasi numar
de zecimale cu cel pe care le-au avut datele initiale, este indicat ca rezultatul sa fie luat

cu o zecimala in plus.
2.5.1.2. Mediana este acea valoare x’ a unei serii statistice, ca de exemplu cea reprezentati
de distantele cuprinse in (2.47), cu termeni asezati in ordine crescatoare, care Tmparte seria
respectiva in doua grupe egale ca numar de valori (Ceausescu, 1981). Se disting doud situatii:

» numdarul n este impar i atunci :

X = X?ml)/z : (2.50)
» numarul n este par si atunci :
1
ng = E(Xg/z + X?mz)/z) : (2.51)
Aplicatia 2
Sa se calculeze mediana pentru datele avute in vedere la Aplicatia 1.
Pentru inceput se vor ordona datele in ordine crescatoare: 143.250 m, 143.255 m, 143.255 m,

143.257 m, 143.259 m, 143.260 m, 143.265 m.

Mediana se va determina, in aceastd aplicatie, cu formula (2.50) fiind : 143.257 m.

Mediana are o proprietate remarcabila care constd in faptul ca nu este influentatd de valorile
extreme ale variabilelor considerate, proprietate pe care nu o are media aritmetica. Valorile extreme
pot provoca (abstractie facand de semn) aparitia unor erori mari (numite uneori si erori grosolane)
in calcularea preciziei masuratorilor, aspect care va fi tratat in paragraful urmator.

Datorita proprietatii mentionate, mediana este considerata un parametru robust (Niemeier, 2002).
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2.5.1.3. Media minimax sau media intervalului, notata x? , se determind, de asemenea, dupa

ce variabilele aleatoare au fost asezate In ordine crescatoare. Media minimax sau media intervalului

se determind ca medie aritmetica a valorilor extreme:
1
X = =(x% + %) . (2.52)

Aplicatia 3
Sa se calculeze media minimax (media intervalului) pentru datele avute in vedere la Aplicatia 1.
Rezultatul este : 143.2575 m
Comentarii
» Cei 3 parametri de estimare ai tendintei centrale oferd raspunsuri diferite la o prima
intrebare esentiald care se pune in Teoria prelucrarii masurdatorilor geodezice, $i anume
cea referitoare la determinarea celei mai bune valori dintr-un sir de variabile aleatoare
(intamplatoare).
In exemplul concret examinat, rezultatele nu difera mult intre ele, ceea ce se petrece, in principiu, in
majoritatea cazurilor intalnite in practica.
» Desi media aritmeticd nu indeplineste calitatea remarcabila a medianei, aceasta ramane
cel mai folosit parametru de estimare a tendintei centrale in cadrul Teoriei prelucrarii

masuratorilor geodezice.

2.5.1.4 Media teoretica E(XO). Sa admitem cd cele n masuratori considerate pana acum

acopera intreaga populatie (n - oo). Pentru dezvoltarile ulterioare se vor avea in vedere un numar

oarecare ny de variabile aleatoare situate intr-un interval infinitezimal dx. Din definitia

probabilitdtii simple se poate scrie:

n
dP, =X, (2.53)
n
de unde rezulta, prin utilizarea relatiei (2.22):
n=dPx *n=n f(x°)dx. (2.54)

Evident, pentru intreaga populatie, reprezentata prin intregul segment x°, existd un numar de
(X0 * nx) madsuratori. Media acestora in cazul ideal presupus aici (n — ) este denumiti in moduri

diferite in limba romana: valoarea asteptata / scontatd, sperantd matematica s.a. Bjerhammar

(1973) utilizeaza termenul de medie teoretica pe care 1l vom prelua si in acest manual, folosind

pentru acesta notatia X°. Analog cu (2 - 48) se poate scrie prin urmare:
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o:"m{ Zn * X }—Ilm {Zx nf } jx f(x dx = EX’), (2.55)

X=—0 2N | x—=

unde E reprezinta operatorul mediei teoretice in conventia mentionatd mai sus.

In cazul unei variabile aleatoare discrete, media teoretica este:
0 n 0 0
=E ()= 3! f(x?). (2.56)
=1
Observatie
Tn numeroase cazuri media teoreticd X° este denumiti si valoare reald sau valoare adeviratd a
marimii masurate X° si care va fi notatd simplu cu x . Conditia de egalitate mentionati nu se
indeplineste insa intodeauna. Intre cele doua marimi exista deseori un factor de excentricitate 6
(denumit bias in limba engleza) - Pelzer, 1980 pg. 32:
X =x+3§. (2.57)
Atunci cand valoarea adevarata si media teoretica ale unei variabile aleatoare coincid, aceasta din
urma se numeste nedeformata. In Teoria prelucrarii masuratorilor geodezice se considera, aproape
fara exceptie, ca variabilele aleatoare poseda aceasta proprietate, deoarece, in caz contrar, calculele
s-ar complica extrem de mult.In continuare se prezinta, fara demonstratii (care necesita spatii
corespunzatoare si pot fi urmarite in manualele de statistica) unele reguli elementare de actionare
cu mediile teoretice.
Se au n vedere variabilele aleatoare de forma x° cu densitatea de probabilitate f(x°) si media
teoreticd a acestora X° definita de (2.55). Fie o alta variabila aleatoare de forma y0 dependenta de
prima variabild printr-o relatie liniard oarecare:
= ¢ (X9 . (2.58)
Atunci:

e densitatea de probabilitate f (yo) a variabilei aleatoare y° se calculeaza cu relatia:

Fy0)=F(x°) T =(x)%; (2.59)

(") dy
e media teoretici y°se determini cu formula:
+ 00
v — E(yo) ~ T [x"j f(xo) dx . (2.60)

- 00
Formula de mai sus este valabild pentru orice situatie in general. Pentru multe situatii particulare,

cand functiile avute In vedere sunt oarecari, aplicarea formulei (2.52) este dificil de realizat. De
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aceea in Teoria prelucrarii masuratorilor geodezice functiile care intervin sunt aduse, in prealabil,
la o forma liniara (a se vedea si Anexa 4), ceea ce aduce simplificari remarcabile 1n calcule.
Astfel, daca se are in vedere o relatie de forma:

yY=a+bx®, (2.61)
unde variabilele x° si y° au intodeauna valori mici, iar constantele a si b sunt cunoscute sau usor de

determinat, formula generala (2.60) este Tnlocuita de o relatie mult mai simplu de aplicat:
Ve =E (y’) =a+b x°. (2.62)
Particularizare:

> Fie variabila aleatoare y° rezultatul unei sume de variabile aleatoare x' :

y' =
i

N M=

x° . (2.63)
1

Media teoreticd ¥° se obtine insuméand mediile teoretice ale variabilelor aleatoare X;':

k k
y° = E(yo) = ZE(XO) =X . (2.64)
i=1 i=1
> In situatia in care variabila alearoare y° provine din produsul unor variabile aleatoare x?
k
y =T1x . (265)
i=1

media teoretica ¥° se obtine prin multiplicarea, intre ele, a mediilor teoretice ale variabilelor

0.
i

aleatoare X
k k

7' =E ()= [[=x*)=]] %°. (2.66)

i=1 i=1
Observatii
Kk
> Simbolul de multiplicare | | x{ are semnificatia X; *X3 *...% X} .
i=1
» O aplicatie a relatiilor deduse anterior va pune in evidenta o proprietate remarcabild a
mediei aritmetice. Daca se accepta ipoteza ca nici una dintre variabilele aleatoare avute
in vedere in relatia (2.47) nu este afectatd de erori sistematice, atunci toate acestea sunt
caracterizate de aceeasi medie teoretica:
S0 S0 S0 S0
X; =X, =...X, =X (2.67)

Ca urmare, valoarea de asteptare a mediei aritmetice (2.48) se va putea determina astfel:
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ERX°)=E 1zn:x‘j’}:EZHJE(X?)=£=1<n*i° =x°. (2.68)
n4s n4s n

Cu alte cuvinte, atunci cand n variabilele aleatoare x° nu existd influente sistematice, media

aritmeticd X° este 0 estimare nedeformatd a mediei teoretice X° (a se vedea si 3.1.1.).

2.5.2 Parametrii imprastierii
Asa cum s-a specificat inca din primele paragrafe ale manualului, determinarea tendingei centrale
sau a valorii mijlocii sau a celei mai bune valori pentru o serie de variabile avuta spre analiza (la
limita pentru intreaga populatie) nu constituie singurul obiectiv al teoriei prelucrarilor
masuratorilor geodezice. Este necesard, in aceeasi masurd, cunoasterea imprastierii Sau a
variabilitatii marimilor care compun seria considerat, in raport de tendinta centrald. In limbajul
utilizat in mod obisnuit in teoria erorilor, acest obiectiv este echivalent cu determinarea unor
parametri care pot face estimari asupra preciziei pe care o au fiecare dintre variabilele aleatoare
avute in vedere, precum si asupra preciziei lor in ansamblu.
In acest paragraf se vor prezenta pentru inceput notiunile si definitiile folosite frecvent in statistica,
dupa care se vor face particularizari si completari cu ceea ce s-a folosit si se foloseste inca, de 0
perioada mare de timp, in teoria erorilor.

2.5.2.1. Amplitudinea. Daca ne referim, in continuare, la sirul de variabile (2.47),

amplitudinea a este definita de relatia:

a=x> —x> . (2.69)
Daca ne referim concret la masuratorile avute in vedere in cele 3 aplicatii anterioare, amplitudinea
a=0.015.
Notiunii de amplitudine din statistica ii corespunde notiunea de ecart die teoria erorilor, la care ne-
am referitin 1.1.2.2.

2.5.2.2. Dispersia (varianta). Abaterea standard. Asa cum media aritmetica este parametrul
principal folosit pentru estimarea tendintei centrale, dispersia este parametrul cel mai utilizat pentru
estimarea imprastierii.

. . . e e . .. 0 - - .
Dispersia sau varianta empiricd a unei selectii, D(X"), notatd sé , este reprezentatd de media

patratelor abaterilor acestora fata de media lor teoretica. Considerand aceeasi selectie (2.47) rezulta

prin definitie:

Sg ="t —— . (2.70)



Abaterea standard empirica, notatd S, , a aceleasi selectii este reprezentatd de radacina

patrata a dispersiei:

2.71)

Prin definitie, atat dispersia cat si abaterea standard empirice au numai semnul pozitiv.
Atunci cand n = oo , deci atunci cand se analizeaza intreaga populatie, se obtin varianfa

(dispersia) teoretica si respectiv abaterea standard teoretica:
2 2 .
% = % 2.72)
S, = O,
In multe domenii este suficientd numai determinarea propriu-zisd a parametrilor globali (2.70) si
(2.71). In teoria prelucririi masuritorilor geodezice este necesari o analizi de aminunt a
componentelor acestora. Pentru a se da, Tn continuare, expunerii un caracter mai apropiat de

activitatea practica din geodezie, se va Inlocui vectorul teoretic (2.47) cu un vector al masuratorilor,

notat m?° :
o_[.0 0 0]
m _[ml,mz,...,mn} . (2.73)
Raportand masuratorile m? (i=1,2,...,n) la media teoretici M°(care indeplineste aici rolul

valorii de referinta din formula (1.1)) se obtin erorile adevarate sau erorile teoretice, pe care le vom

nota ¢;:

g,=m’-m’; i=1,2,...,n. (2.74)

1
Aceste mirimi au un caracter teoretic, abstract, deoarece valoarea de referintd M° rimane

necunoscutd din punct de vedere practic. Scriem relatii (2.74) mai dezvoltat:

g, =m —m?’;
g, =mj-m°
(2.75)
g, =mJ-m°.
Tnsumand relatiile (2.74) rezulta:
€] =[m° |- nim°. (2.76)

Din definitia mediei aritmetice (2.48) se poate scrie :
[me]=nm’, (2.77)
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astfel incat relatia (2.76) devine:
—0 ~0
le]= n(m ~-m ] (2.78)

Expresia din ultima paranteza este eroarea teoretica a mediei aritmetice, avand forma similara cu
oricare dintre relatiile (2.74). Rezulta:

le]=ne. (2.79)

Prin definitie, care are originile in lucrarile lui Gauss, varianta empirica obtinuta din

utilizarea erorilor teoretice se deduce din (2.70) fiind media patratelor erorilor teoretice:

2 13 2 [&9] 1 T
——28-————8 € . 2.80
SO j:1 ] n n ( )

Asa cum s-a mai mentionat, atunci cand n—>oo (deci cand se analizeaza intreaga populatie),

. ) N e . .o o 2 . e .
varianfa empirica S, este inlocuitd de varianta teoretica notatd c; , care mai este denumita si

dispersia variabilei aleatoare m° si se noteaza DP(m°):

D) = o = lim (%aTa). (2.81)

exprimare, care se pot verifica cu usurinta din relatiile expuse anterior:
1 ~ ~
op = lim — > & = E(e' &) = E(m] - ®°)") = E(m)- (') . (282)
n—oo i=1

Este necesarad sublinierea unei proprietati a erorilor reale. Plecand de la relatia de definitie (2.70) rezulta

pentru oricare dintre erorile reale:

E (g)= E(m’)- E(M°)= m°-m°=0, (2.83)
sau :
E ()= lim lzn:si =0. (2.84)
n—>o NI

Ecuatia de mai sus pune in evidentd faptul ca B (ei) nu depinde de marimea propriu — zisa a erorii
adevarate &; , adicd de precizia de masurare. Prin urmare E (g,) nu poate fi folosit ca estimator de

precizie.

Relatia (2.79) ridicata la patrat poate fi scrisa detaliat sub forma:

(e, +&, +...+¢, ) =n%2,. (2.85)

m
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Termenul din partea stinga a relatiei de mai sus are rezultatul exact:

2
(e, +e, +.te, ) =€’ +e2+..+82 + (2.86)
+2(8182 +..+€E, +€,65+...+ 8,8, +...+8Hsn) :

Deoarece erorile teoretice au caracter aleator, acestea indeplinesc criteriile din 2.4., astfel
Tncat paranteza din membru drept al relatiei (2.86 tinde catre zero. De aceasta proprietate a erorilor
teoretice se va face uz in mai multe randuri in manual.

In aceste conditii, din ultimile relatii se obtine:
[ee]= [82]= nzszao : (2.87

Rezulta urmatoarele relatii intre varianta mediei aritmetice si varianta empiricd, notatd cu
sZ in relatiile (2.70 i 2.80):

&2, _ =] :%. (2.88)

Abaterea standard empirica, notatd cus, in relatia (2.71) este denumita in Teoria prelucrarii

masuratorilor geodezice eroarea medie a unei singure masuratori, fiind reprezentata de radicalul de

ordinul doi din varianta empirica corespondenta:
Sp =4/ - (2.89)

Deoarece erorile teoretice € nu sunt determinabile, formulele (2.80) si (2.89) au un caracter
teoretic, abstract. De aceea, pentru aplicatii practice este necesara deducerea, in continuare, a unor

formule 1n care s se opereze cu alte tipuri de erori, care pot fi calculate.
Diferentele dintre masuratorile individuale mj’ ,G=1,2,...,n) si media aritmetica m° se

numesc erori aparente :

o
€, mf_mo
' 0 =50
m; -m i _
e=|. |=| ° =im°-m°. (2.90)
m? -m?°
eﬂ

Observatii
e Trecerea de la erorile aparente ej, la corectiile aparente v; se realizeaza doar prin

schimbarea semnelor: e; =- vi.
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e In Teoria prelucrarii masuratorilor geodezice corectiile aparente intervin in diverse stadii

ale prelucrarilor, cum ar fi:

* 1n asa numitele prelucrari locale, care au loc, de exemplu, la compensarea in statie a
observatiilor unghiulare, sau la prelucrarea masuratorilor efectuate repetat asupra unei
marimi (distante, diferente de nivel s. a. m. d.);

* |a prelucrarea masurdtorilor efectuate in refelele geodezice, in care pot interveni mai
multe tipuri de masuratori.

In lucrari mai dezvoltate (Pelzer, 1980, Ghitau, 1983 s.a.) pentru cele doud tipuri de
corectii aparente se folosesc notatii diferite v si respectiv v, pentru a puncta deosebirile esentiale
intre aceste doud categorii de corectii aparente. Pentru a nu Incarca in mod suplimentar manualul de
fata cu notatii prea diverse, corectiile aparente vor fi notate intotdeauna cu v, lasand cititorul sa faca
adaptdrile care se impun.

Erorile aparente definite prin relatiile (2.90) indeplinesc proprietatea general valabild pentru
marimile care se calculeaza ca abateri fatd de media aritmetica. Insumand pe rand marimile din

aceste relatii rezulta:
[e]=[m°]-n=*m, =|m°|-|m°|=0. (2.91)
Desigur, relatia de mai sus este indeplinita si de suma corectiilor aparente: [V] =0.
Diferenta dintre eroarea teoretica ¢; , definita cu relatia (2.74) si eroarea aparenta €; ,

definita cu relatia (2.90) este:

—0 —0

g;—e;=mj—-M°-m{+m =m -m°=e_,, (2.92)
m
sau n detaliu:
& € =8, € =80 +€,
m
€,—€,=¢€_,; €,=€_,+6€,;
2" %2 2 - 2 (2.83)
=
€, =€, =8 o €,= &0 +€,.
Prin ridicarea la patrat a ultimelor relatii si insumarea corespondenta a rezultatelor se obtine:
[88] = [ee]+ 28_0 [e]+ naz_o . (2.94
m m
Deoarece erorile aparente indeplinesc proprietatea (2.91) ultima formula devine:
[ee] = [ee]+ n82_0 : (2.95)
m
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Daca se au in vedere, succesiv, formulele (2.87) si (2.88), relatia de mai sus se poate scrie si

sub forma:
[ee]=[ee]+52. (2.96)
Introducand acest rezultat in relatia (2.89) se obtine dupa ridicarea la patrat:
2
g2 =@+3_0, (2.97)
O n n
de unde se obtine:
ee]
s2 = [— : 2.98
= (2.98)
Din relatiile (2.98) si (2.89) si impreuna cu observatia (ei =-V, ) se pot scrie urmatoarele egalitati:
[ee] _ fee] _ [w] (2.99)

n n-1 n-1’
Relatiile de mai sus au o relevanta specifica in calculele practice, unde se folosesc curent corectiile
aparente v sau v , dupi caz, si nu erorile e.
Prin urmare, relatiile folosite in Teoria prelucrarii masuratorilor geodezice sunt:

e varianta empirica:
s ZLZVEZMZLVT\,; (2.100)

e abaterea standard empirica numita In mod curent eroarea medie ( patratica) a unei

singure masuratori:
So =a|— - (2.101)

In lucriri mai dezvoltate de Teoria erorilor si metoda celor mai mici pdtrate (Botez, 1961, pg. 44)
se aratd cd raportul dintre eroarea medie a unei singure mdsurdtori S, si eroarea medie probabila E,

este:

S 3

20 _ 2 (2.102)
E. 2

Prin urmare, estimarea prin eroarea medie s, a preciziei de masurare este mai acoperitoare decat
prin eroarea medie probabila E..

Ecartul maxim Amax definit in 1.1.2.2. specific unui anumit sir de masuratori trebuie sa fie
mai mic decat toleranta. In lucrarile mai vechi (Botez, 1961, Wolf, 1968 s.a..) s-a utilizat Tn acest

scop relatia:
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Amax < toleranta = 3s, (2.103)

care desi are un caracter empiric, a avut si mai are inca o aplicabilitate remarcabila.

Eroarea medie a mediei aritmetice

Folosind formula unei functii de marimi masurate direct (a se vedea si paragraful

3.1.1), rezulta formula de determinare a erorii medii a mediei aritmetice:

S0
S, =— (2.104)
N
sau mai Tn detaliu:
wW
S, = |—F/~. 2.105
m n(n-1) (2.109)
Prin urmare, raportul r dintre S si S, este:
S_o
o o 1 (2.106)

ceea ce ne oferd unele concluzii de ordin practic, ce pot fi urmarite si in Fig. 6.

T'aA

=
o8}
98]
T

=

[

N
I

L

2 4 16 n

Fig. 6. Reprezentarea grafica a raportului r

Descresterea abaterii standard empirice a mediei aritmetice S_, in raport de cea a unei singure
m

masuratori S, este evident functie de numarul de masurdtori n. Dar, aceastd descrestere este foarte

pronuntata doar pentru situatia cand n este mic, devenind din ce in ce mai putin semnificativa pe
masurd ce numarul de masurdtori n creste. Din aceastd observatie se desprinde concluzia ca
cresterea numarului de masuratori peste anumite limite nu mai aduce imbunatatiri relevante in

valoarea mediei aritmetice.
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Pentru realizarea acestui deziderat este mult mai eficienta cresterea preciziei de masurare propriu-

zisa (o eroare S, cat mai micd) ceea ce se realizeaza prin utilizarea unei aparaturi mai performante

sau / si a unui personal mai bine pregatit s.a.m.d.

Aplicatia 4
Se considerd masuratorile repetate asupra unui distante, cu care s-a efectuat Aplicatia 1. Acestea
sunt trecute in tabelul 1 (coloana 2). Se cere sd se determine media lor aritmetica si principalii

indicatori de precizie examinati in acest capitol

Tabelul 1. Calculul mediei aritmetice si al indicatorilor de precizie uzuali

Nr. Masuratori Corectii aparente
crt. m? vV, Indicatori de precizie
[m] [mm]
1 2 3 4
1. 143.255 2.3 Abaterea standard empirica (eroarea medie
(patraticd)) a unei singure masuratori (2.101):
So=4.7mm
2. 143.257 0.3 Eroarea medie probabila a unei
singure masuratori (2.102): E,=3.1 mm
3. 143.259 -1.7 Eroarea medie a mediei aritmetice (2.105)
S =1.8 mm
4, 143.255 2.3 Raportul r (2.106): r=0.4
5. 143.250 7.3 Toleranta (2.103): 35,=14.1 mm
6. 143.260 -2.7 Ecartul maxim din sirul de masuratori:
A =15 mm
7. 143.265 -1.7 Concluzie: masuratoarea se incadreaza in
toleranta
m, =143.2573 [v]=0.1 mm specificd (2.103): A, <3s,

2.6. Momentele unei repartitii

Tn continuare se va avea in vedere o serie statistici asemanitoare cu seria (2.47), care contine n

. n, . A
componente, a cdror frecvente relative sunt notate cu: h, =— . Se numeste moment de ordinul k Tn
n

raport cu o valoare de referingi xJ , media aritmeticd a puterilor k a abaterilor valorilor seriei

36



statistice considerate fati de o valoare de referinti x{ (Ceausescu, 1981) . Exponentul k se
numeste ordinul momentului.

Atunci cind valoarea de referintd este x; =0, momentul va fi notat my si nu va fi insotit de niciun
atribut suplimentar . Dacd valoarea de referintd este xJ = X° (media aritmeticd) momentul va fi

notat My si se va numi moment centrat. Se prezinta in continuare cateva exemple:

m,=>h,x}=X%x° (2107) ; M, =>"h, (x}-x°)=0 ; (2.108)
i=1 i=1

m,=>h;(x})*  (2109) ; M, => h, (x} -x°)?=s] . (2.110)
i=1 i=1

Se constatd ca momentul de ordinul 1 este media aritmetica a seriei statistice. Momentul centrat de
ordinul 1 este nul (suma abaterilor valorilor unui sir fata de media aritmetica). Momentul centrat de
ordinul 2 este dispersia seriei. Se prezinta demonstrarea uneia dintre afirmatiile de mai sus:

n o\ N _ n -
M, :—1(x§J -x°)+—2(x‘2’ -x°)+...+—”(x2 -xo):
n n n

1 0 0 0
=H(n1x1 +N,X; +...+nnxn) -

2.7. Vector de marimi intimplitoare (aleatoare)
Tn acest capitol s-au avut in vedere, pana acum, masuritori repetate asupra unei singure mérimi. In
activitatea practica intervin, de reguld, masurdtori repetate, corespunzator, asupra unui numadr
oarecare de marimi, repetare care se poate face simultan (de catre mai multi operatori) sau Succesiv
de catre acelasi operator. Rezulta astfel un vector de marimi intdmplatoare (aleatoare) care este
insotit de vectorul erorilor aleatoare corespondente.
Proprietatile, notiunile de baza si consecintele care s-au dedus Tn paragrafele anterioare se vor
generaliza si completa, dupa caz, in continuare , in aceastd nouad ipoteza.

2.7.1. Principiul metodei celor mai mici patrate
Se presupune ca s-au masurat n marimi (de exemplu distante) de un numar oarecare de ori.
Fiecare marime masuratd are o anumita probabilitate infinitesimald de producere de forma (2.32).
Este util ca in continuare sa se introduca totusi unele modificari si particularizari fatd de situatia

teoretica avuta in vedere in 2.4.1. :

o trecerea de la elemente infinit mici dP la elemente finite AP

« Operarea cu corecfii aparente v in locul erorilor x (v? =x?) ;
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e acceptarea, intr-un stadiu inifial, ca masurdtorile sunt de aceeasi precizie
(h,=h,=..=h, =h).
Tn aceste ipoteze, relatia (2.16) se poate generaliza pentru oricare dintre cele n masuritori avute in
vedere, rezultind:
AP, =Ce ™Ay, ;
AB, =Ce™™av; (2.111)
AP, =Ce™™ Av, .
Probabilitatea intersectiei evenimentelor elementare, considerate independente, se poate determina
prin generalizarea relatiei (2.25), introducand si ipoteza :
Av, = Av, = ... Av, = Av , (2.112)

astfel incat rezulta :

AP=AB *AP, . . .x AP, = C e " (M=virsvi)py, (2.113)

Sau:
C"Av
AP= : 2.114
ehivf+v§+...+vﬁ ) ( )

Probabilitatea intersectiei evenimentelor AP prezintd un maxim atunci cand:
V2 +v2 4. +v? =[w]—>minim, (2.115)
adica atunci cand suma patratelor corectiilor / erorilor este minima.
Acesta este principiul de baza utilizat in Teoria erorilor §i metoda celor mai mici patrate si care a
fost preluat si in Teoria prelucrarii masuratorilor geodezice.
Daca se are in vedere si relatia (2.46) prin care parametrului h? i s-a atribuit rolul de pondere p,
relatia (2.115) se poate generaliza sub forma :
[pw]— minim . (2.116)
Consecinta
Deoarece corectiile aparente v se determind in raport de media aritmetica, se poate afirma ca n
cazul masuratorilor directe repetate asupra unor marimi, mediile aritmetice corespondente,

reprezinta valorile cele mai probabile ale acestora.
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2.7.2. Covarianta. Corelatii
Pentru simplificarea expunerii se vor examina In continuare situatia masurdrii repetate (de un
acelagi numar de ori, notat cu n) dar simultane, in puncte geodezice diferite, de catre operatori
diferifi si desigur cu instrumente diferite numai a doua marimi aleatoare, notate m; si respectiv mp

care pot fi scrise concentrat in vectorul m :
ml
m = : (2.117)

Rezultatul masuratorilor poate fi concentrat, de asemenea, intr-un vector :

mOT _ [(mf)T} _ [ mg,, my,,...,my. } . (2.118)

(M) ] [me, My, M,

Vectorul mediilor teretice se poate forma tinand seama de definitiile si notatiile anterioare:

18, |
lim => My | o
E( O) E (m f) n—»o N j=1 1 - (2 119)
m = = = =m " . .
E (m3) 18 o | | e
lim =Y my | LM
_r‘l~)oo n =L ]

> In ipoteza existentei mediilor si erorilor teoretice, notate M si respectiv € , se poate scrie

Tn continuare:

0 ~o0 0 ~0 0 ~0
€, mll—ml mlz—ml mln ml
g = = . (2.120)
T 0 ~0 0 ~0 0 ~o0
€, my, —Mm;, My, —Mm, .. M, —Mm,

Generalizand notiunea de varianga sau dispersie a unei singure masuratori (2.82) la notiunea de

varianta a vectorului m° , numitd matricea de covariantd, si notatd C , ,  care are in acest caz

particular simplu numai doua componente, si tinand seama in continuare si de definitiile (2.75)
rezultd in cazul examinat:

Coome =E((M°-M)M° - M°)) = E(m°-Em°)(m°-Em°) =E (" ¢). (2121)

Daca s au in vedere ultimele doua serii de relatii, se obtine :

€ 1T 81T£1 81T82
Coome =E e, 2] f- . 2.122)
€8 &

.
€, 1 €8

Analog ca in relatiile (2.82) , in formula de mai sus se poate scrie:

39



E(e/e)) = E(gf) =0y, ;
(2.123)
E(g;¢,) = E(g}) =0y, ,

ceea ce inseamna cd elementele de pe diagonala matricii C , ,  sunt variantele celor doi vectori
de masrimi aleatoare. Ceilalfi termeni ai matricii Cm°m° sunt marimi noi introduse si au primit
denumirea de covariante si se referd intotdeauna la doud marimi aleatoare (in cazul nostru: m? si
respectiv mj ). Analog ca in (2.123) vom scrie:

E(e/e,) = E(g;8) =07, . (2.124)

Importanta covariantei se poate observa cu mai multd claritate, daca se introduce notiunea de

coeficient de corelatie p,, :

Py = —d2 (2.125)
Go1 " Oo2
Datorita inegalitatii Cauchy — Schwarz (Niemeier, 2002, pg. 21) :
(B(e]e,))’ = (B(e] 5,))* = E()*E(s?) , (2.126)
rezultd pentru covarianta :
(612)2 :(p12 *o, %0, )2 <o} *o; . (2.127)

Ultima relatie este indeplinita numai atunci cand p,, <1 , astfel incat se poate defini domeniul de
variabilitate coeficientului de corelatie -

-1<p,, <+1. (2.128)
Cu aceste noi notatii, matricea C _, , se poate scrie, atunci cand se au in vedere numai doi vectori

de marimi aleatoare, si sub forma:

012 P12010,
cC,, = ) (2.129)

2
P12,0.6, G,

» Coeficientul de corelatie p,, evidentiazd dependenta statistica (numita si dependenta

stochastica) intre cele 2 marimi avute in vedere. Corelatiile sau dependentele intre
marimile originare trebuie cunoscute de executantul prelucrarii masuratorilor geodezice.
Acestea au insa uneori un aspect complex (de naturd fizicda sau matematicd) si

determinarea riguroasa a acestora (cu relatii de forma (2.125) — in care intervin numai
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marimi teoretice) este practic imposibila. Asupra corelatilori stochastice Se va reveni si
in paragraful urmator, precum si la cursul de Geodezie (Ghitiau, 1983).
Din acest motiv, in practic toate situatiile care intervin in activitatea curentd este

suficienta determinarea coeficientului de corelatie empiric:.

R (2.130)

501*302
in care se opereaza cu marimi medii empirice m si respectiv erori aparente v .

» Daca marimile aleatoare sunt considerate independente statistic (stochastic), relatia
(2.124) devine :

o, = E(e]e,) = E(z; &) = E(e]) * E(z,), (2.131)
si luand in consideratie si formula (2.83) rezulta :
c,=0; p,=0. (2.132)

Covarianta empirica necesara in relatia (2.130) se calculeaza cu o relatie asemanatoare cu

(2.100) :
Sp,=——V;V, . (2.133)

Aplicatia 5
Se considerd o altd distantd mJ , masuratd simultan cu distanta m) (si intr-o zond apropiati)
utilizata la aplicatiile anterioare. Rezultatele masuratorilor sunt prezentate in Tabelul 2 . Se cere

determinarea coeficientului de corelatie empiric T, .
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Tabelul 2. Calculul coeficientului de corelatie empiric

Nr. | Masuratoarea Masuratoarea Corectii Corectii
crt. mf mS aparente vV, | aparente V, Calcule. Rezultate
[m] [m] [ mm] [ mm]
1 143.255 230.175 2.3 4.4 e Abaterile standard
empirice (2.101):
2 143.257 230.173 0.3 24 So1 = 4.7mm
3 143.259 230.169 -1.7 -1.6 Spp = 3.6 mm
4 143.255 230.165 2.3 -5.6 e Covarianta empiricd (22. 133):
5 143.250 230.174 7.3 3.4 S;, = 7.9mm
6 143.260 230.170 -2.7 -0.6 o Coeficientul de corelatie
empiric (2.130): r,, =0.46
7 143.265 230.168 -7.7 -2.6
M, =143.2573 | M$=230.1706 | [v,]=0.1 [v,]=0.0

Observatii

e Deoarece covarianta s,, S€ calculeaza in functie de ordinea in care au fost inregistrate

masuratorile efectuate m? si respectiv mJ orice modificare in aceasta ordine conduce

la determinarea unui alt coeficient de corelatie empiric. Este de presupus ca ipoteza

simultaneitatii masurdtorilor elementare este pastratd prin aceasta ordine de inregistrare.

e Coeficientul de corelatie obtinut indica, printre altele, o dependentd a masuratorilor

efectuate de conditiile meteorologice existente in momentul masurarii, §i care sunt

aceleasi pentru cele 2 masuratori, atunci cand zona nu este prea extinsa

2.7.3 Modelul stochastic al prelucrarii masuratorilor geodezice

2.7.3.1. Modelul stochastic al masuratorilor dependente statistic (stochastic). Se considera

vectorul de marimi intimplatoare (aleatoare) oarecari:

0 0 0 olr
m :[ml,m2 ,...,mk] ,

(2.134)

in care sunt cuprinsi k vectori de forma (2.119), care contin, fiecare, masuratori presupuse pentru

inceput dependente statistic (stochastic).

42



Mediile teoretice ale acestor marimi se deduc cu relatii asemanatoare cu (2.55) si pot fi

prezentate, de asemenea, sub forma vectoriala:
M= Bm®) =[@’m?,..a° |, (2.135)
unde:
m; = E(m}?), i=1,2, ...k (2.136)
De asemenea, vectorul erorilor teoretice are Tn acest caz forma:
8=[SI,£;,...,8:]T, (2.137)
reprezentand totalitatea acestor erori, care se determina cu relatii de forma (2.74). Matricea de

. - . - . - - . 0 . S
varianta - covarianta teoretica Cm°m° a masuratorilor M~ continute in vectorul (2.134) este

definita analog cu (2.121), (2.122) si 1n final cu (2.129):

2
O, P126,0, .- P00y
2
p,,0,0 e} e PyO,0
Cm°m° :E(STST)Z 21020, 2 2k020 ’ (2.138)
2
Pi®n01 Pk20k0O, - Oy

unde:

2 . .o - - - - .o [ <
O, - varianfa teoretica Sau dispersia masuratorii m?, care reprezinta, agsa cum s-a aratat

misura impragtierii variabilei aleatoare m?:
Deoarece marimile teoretice nu pot fi determinate practic, acestea sunt inlocuite cu estimatori
empirici (Pelzer, 1980, pg. 38) :
o= E (¢2)=E (s?) , (2.139)

prin care se aratd cd varianta teoretica poate fi estimatd prin varianfa empirica a masuratorii

considerate ;

pij - coeficient de corelatie (sau de dependentd stochasticd) teoretic intre masuritorile m’

si m? la care ne-am referit in amanunt in paragraful anterior:

o, - covarianta teoretici dintre masuritorile m? si m? , care ,de asemenea, a fost

ij J
examinata anterior:

o, - abaterea standard teoreticd a masuritorii m; .

Deoarece o; =oc;;, matricea Cm°m° este simetricd fatd de diagonala.
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Daca se nlocuieste coeficientul de corelatie, exprimat prin relatia (2.125) in matricea (2.138)

rezultd o altd expresie a matricii de varianta-covarianta sau dispersia masuratorilor considerate

6; Op Ok
2
c c .. ©
21 2 2k
Cm°m° = , (2.140)
2
Gy Oy, - Op

Asa cum s-a mentionat in paragraful anterior, coeficientul de corelatie :

—-1<p; <1, (2.128)
are valorile limita 1 , care sunt specifice situatiilor in care intre variabile aleatoare ¢; si ¢; exista
o dependenta liniara (ca de exemplu ¢; =+ a g;, unde a este o constanta oarecare).

Asamblul coeficientilor p;; poate fi grupat in matricea de corelatie R, , :

1 pp, Pk
1 ..
R,, =" Pac | (2.141)
P Prz - 1

In numeroase situatii se opereaza cu matricea cofactorilor masuratorilor Qm°m° care se deduce din

matricea de variantd - covariantd a acestora prin impdrtire cu o constanti c;:

Qll le b Qlk

Qmomo =i2Cmomo = QZl sz QZk . (2142)
(O
le QkZ e Qkk

Constanta o este denumiti uzual varianta teoreticd a unitdtii de pondere, din motive care se vor

expune imediat.

Coeficientii de corelatie teoretica, definiti de (2.128) se pot calcula si cu relatia:
Qij {l,J = 1, 2, .., N
Pij = T .. .
LR, 1# ]

Matricea ponderilor Pm°m° = P este matricea inversd a matricii cofactorilor masuritorilor:

(2.143)

P=Q, . (2.144)

44



Se poate demonstra ca toate cele trei matrici mentionate mai inainte:

C . 0,Q . o, P sunt pozitiv definite, astfel incat matricea inversd (2.144) se poate calcula

m°m
ntodeauna.
Cele trei matrici mentionate mai sus formeaza o componenta principala a modelului stochastic al
prelucrarii masuratorilor geodezice.
Cealaltd componenta a modelului stachastic este reprezentata de o conditie de forma (2.116) care
dirijjeaza intreaga prelucrare. In cazul masuratorilor geodezice dependente stochastic, care au fost
examinate in cele de mai sus, aceasta conditie are forma:
Vv'PV > minim. (2.145)

2.7.3.2. Modelul stochastic al prelucrarii masuratorilor geodezice independente §i de
precizii diferite. Corelatiile sau dependentele de natura stochastica dintre masuratorile geodezice
care urmeaza a fi prelucrate se pot clasifica in:

e corelatii de natura fizica,

e corelatii de natura matematica.

Analizand strict riguros procesele de masurare, se poate afirma ca nu existd masuratori strict
independente, deoarece erorile instrumentale remanente, precum si conditiile atmosferice de lucru,
determina legaturi inevitabile intre rezultatele care se obtin prin masurare.

Determinarea unor asemente corelatii, de naturd fizica, ar necesita fonduri suplimentare pentru
studierea lor si de aceea, pana in prezent au fost aproape intodeauna ignorate.

Suplimentar, modelul functional folosit la prelucrare poate introduce si anumite corelatii de naturd
matematicd intre marimi, ceea ce poate deforma rezultatele compensarii, in cazul in care aceste
corelatii sunt neglijate.

Prin urmare, sub conditiile:

i,j=12..k
Py =0; , (2.146)

C,.,= , (2.147)

45



2
Qome = iz o2 . (2.148)
C,
Sp
Daca se noteaza:
02
_g = pi ’ (2149)
G
rezulta :
Py
-1 p2
P= Qm°m° = . (2.150)
Py

Marimile (pozitive) p; sunt denumite ponderi iar matricea (2.150) reprezinta matricea
ponderilor in cazul masutatorilor independente de precizii inegale.

Pentru o masuritoare m?, care ar avea ponderea p, =1 s-ar putea scrie:

2
p =2 =1, (2.151)
Gt
de unde ar rezulta:
o; =0l (2.152)

Aceasta este motivatia pentru care 6, a fost denumita abaterea standard a unitatii de pondere.

Conditia (2.145) sub care se desfasoarda prelucrarea masuratorilor geodezice independente si de

precizi inegale capata forma cunoscuta din 2.7.1.:
[pw]— minim. (2.116)
Masuratori omogenizate
Raportul ponderilor p, si p, pentru doud misuritori oarecari m_ si m?, de precizii inegale, este
invers proportional cu patratul variantelor acestora:

P _ (ﬁj . (2.153)

P Oy
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Relatia anterioara se obtine cu usuringd prin aplicarea consecutiva a formulei (2.151) pentru cele
doud masuritori m, si m{ avute in vedere. Considerand relatiile (2.151) si (2.153) se poate scrie in
continuare:

PO« :\/p—tcst =0,. (2.154)
Abaterea standard a unitatii de pondere o, are ponderea 1. Rezulta urmatoarea reguld importanta:

erorile medii (abaterile standard) multiplicate cu radicalul de ordinul doi din ponderea aferenta,
au ponderea egala cu unitatea.
Masuritorile corespondente se numesc mdsurdtori omogene Sau mdsurdtor sandardizate, avand
fiecare dintre ele ponderea egald cu 1.

2.7.3.3. Modelul stochastic al prelucrarii masuratorilor geodezice independente §i de egala
precizie. Daca ipoteza independentei stochatice a maisuritorilor m°® este insotitd si de ipoteza
egalitatii preciziilor de masurare:

p,=p, =...=p, =constant, (2.155)

se obtine evident:

1
Pl= , (2.156)

1

unde cu I s-a notat matricea unitate. Conditia (2.116) se simplifica in continuare, devenind:

[w]— minim, (2.157)
care corespunde identic cu relatia (2.115) care a fost dedusd prin acceptarea acelorasi ipoteze cu
cele de mai sus.

Pentru stadiul actual de dezvoltare a tehnicii de calcul si nu in ultimul rind, a cunostintelor din
domeniul prelucrarii masuratorilor geodezice, modelul descris in 2.7.3.3 este depasit si are, ca
urmare, o aplicabilitate din ce In ce mai restransa, pentru cazuri cu totul particulare.

2.8. Variabile aleatoare cu repartitie normala

C. F. Gauss a constatat, in urma analizelor intreprinse pentru prelucrarea si interpretarea
masuratorilor astronomice efectuate, ca abaterile aleatoare, in cazul unui numar suficient de mare de
marimi, respectd o anumitad distributie statistica, pe care el a numit-o distributie normala si care
astazi 1i poartd numele fiind denumita distributia Gauss sau mai complet distributia normala

Gauss.
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O variabila aleatoare x° cu media sa teoreticd X°:

X’ =E(x"), (2.55)
poate fi descrisa optimal prin functia numita densitate de probabilitate sau densitate de repartitie
f(x°)-23.1.

Daca densitatea de repartitie a variabilei aleatoare are forma:

—(G—XOJZ/ 262

f(xo): L * e

) 2.158
v (2.158)

fiind prin urmare definitd complet de media teoretica X° si de abaterea standard teoretica o, se

spune ca variabila aleatoare consideratd are o repartitie / distibutie normald, ceea ce se noteaza

simbolic prin :
x? ~ N(X°,0). (2.159)
Reprezentarea grafici a densitdtii de repartitie a distributiei normale f(x°) in Fig. 7, arati ci

aceasta atinge un maxim pentru media teoretica X° . Punctele de inflexiune ale curbei sunt situate

la distanta X° - o sirespectiv X° + o, unde o este abaterea standard teoretica .

Avand in vedere relatia:
E()=0, (2.84)

rezultd cd pentru erorile adevarate ¢ repartitia normald are forma N(0,c ).

f(x) o

maxim

-0 X

Fig. 7. Reprezentarea grafica a densitatii de repartitie a
distributiei normale si a parametrilor de definitie.
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In figura urmatoare s-a reprezentat (dupa Niemeier, 2000, pg. 34) densitatea de repartitie a

distributiei normale pentru diferite abateri standard ¢ =++/c” , dar aceeasi medie teoretici X° .

A
f(x")

o,| o

o, o

@
(1)

)
X

Fig. 8. Reprezentarea grafica a densitatii de repartitie a
distributiei normale prin considerarea unor diversi parametri o .

Din aceasta reprezentare se reconfirma anumite consideratii teoretice si formule din paragrafele

anterioare:

> repartitia normalad este simetrici. Conform cu (2.55) media teoretica E (x °) a unei

variabile aleatoare oarecari x © se poate exprima prin:
+00
E(x°)= [xF(x")dx ;

> media teoreticd a distributiei normale este X° :
> densitatea de repartitie este definita teoretic in intervalul cuprins intre - o si + oo . In

tot acest interval densitatea de repartitie f(x°) este pozitiva: f(x°)> 0 ; din graficele de

mai sus, se constatd insd ca Tn afara unui domeniu situat in jurul erorii teoretice X°

densitatea de repartitie f(x°) tinde catre zero ;

» parametrul decisiv al curbei care reprezinta densitatea de repartitie a distributiei normale
este abaterea standard teoretica o, in raport de care curba este mai mult sau mai putin
aplatizata;

> suprafata cuprinsa intre axa x si curba f(x°) este Intotdeauna, pentru toate valorile luate

de parametrul o, egald cu 1. Afirmatia se bazeaza pe definitia functiei de distributie
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F(x°) din 2.2.3., care reprezint probabilitatea ca marimea masuratd m° sa fie mai mica

decat x° :
F(x%) = P(m° <x°) =Tf(x°)dx . (2.21)
» Deoarece probabilitatea nu poate depasi valoarea 1 , rezulta :
Tf (x®)dx =1.

In aplicatiile practice care intervin in geodezie o importanti deosebiti o are repartitia normala N(O,

1) care poartd numele de repartitie normala standard Sau repartitie normalda normatd, In care

intervin:
> media teoretica E(y°)=y°=0 ;
» varianta Gf, =1.

Transformarea dintr-o repartitie normald oarecare Intr-0 repartitie normalda normata se realizeza
cu urmatoarele schimbari de variabile :

variabila aleatoare X — y

<0 XO

mirimea masurati y° = (2.160)

In asemenea situatie, densitatea de repartitie ¢(y°) si respectiv functia de repartitie ®(y°) au
urmatoarele expresii mai simplificate:
1
(P(yo)_—l e_z(yO)2 ;
V2n (2.161)

Y g2
F(v°)=%]€ =2

Valorile concrete pe care le iau functiile de mai sus sunt prezentate in manualele de statistica
(Mihoc, 1954, Kreyszig, 1975 s.a.). Ca exemplificare se prezintda in Anexa 6.1 unele valori
necesare in aplicatiile care vor fi abordate in continuare.

Erorile reale g;, caracteristice unei anumite masuritori repetate m? (i =1, ..., n) au fost definite cu
relatia (2.74) in raport de media teoreticdi M. Probabilitatea ca acestea si se afle situate intre
anumite limite, exprimate n raport de abaterea standard o, se determina cu o relatie de forma (2.
23):

P {~xc<e<ko|=F(ko)-F(-ko). (2.162)
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Valorile numerice ale functiilor de repartitie care intervin in membrul drept al relatiei de mai sus se
gasesc in manualele de statisticd mentionate anterior, in raport de valorile pe care le ia parametrul k
(unele exemplificari se prezinta in Anexa 6.1.)
O aplicatie importantd prin consecintele sale este realizata de Pelzer, 1980, pg. 44 si exemplificata
n tabelul urmator.

Tabelul 3. Probabilitatea de

producere a erorilor reale €

K p {|8| < ko}
0,5 0,383
1,0 0,683
1,5 0,866
2,0 0,955
2,5 0,988
3,0 0,997

Rezultatele din tabelul 3 confirmd urmatoarele situatii care intervin In practica prelucrarii
masuratorilor geodezice, pentru care se considerd ca au o repartitic normala (ipOteza care trebuie
insa verificatd):

e cca 2/3 (mai exact 68,3 %) din totalitatea erorilor adevarate sunt mai mici decit abaterea

standard ¢ ;

e probabilitatea ca erorile adevarate sd depaseasca marimea egald cu 3¢ este foarte mica (cca
3%).

2. 8.2 Alte repartitii dependente de repartitia normala

2.8.2.1. Repartitia Xz (hi patrat). Fie un numdr oarecare k de variabile aleatoare Xx;,

provenite fiecare din distributii normale standardizate:

x ~ N(0,1); j=12,..%. (2.163)

Daca se formeaza suma patratelor acestor marimi:
2 3 2
X =_le><,-, (2.164)
J=

se obtine o noud variabila aleatoare, notata XZ (hi patrat), a carei distributie a fost cercetatd de

catre renumitul geodez si astronom F. R. Helmert (in anul 1876) si ulterior de catre
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matematicianul Pearson (in anul 1900). Densitatea de probabilitate / de repartitie a variabilei - 2
este:
3 -1
W(X) = 221“[gj xKl2=1, o=Ki2 (2.165)

unde:

» K reprezintd numarul termenilor care intervin in relatia (2.164) fiind cunoscut si sub

denumirea de numdarul gradelor de libertate;

» e reprezinta baza logaritmilor naturali (e = 2.718 2818);

> I'(x) este o functie des intalnita in statistica:
[ (0= [et«t*at. (2.166)
0

Functia I" (x) se poate calcula cu urmitoarele relatii:

I' x2)=(x2-1) !, (2.167)
atunci cand x este numar par si cu:
I'x2)=x2-1)*x2-2)* ... *1/2)*I" (1/2), (2.168)

daca x este numar impar. Prin conventie:
I @2)=Jr. (2.169)

Pentru un numar mare de grade de libertate, repartitia’y, 2 se apropie de repartifia normala:

% 2~ Nlkv2k); k >30. (2.170)
2.8. 2. 2. Repartitia t sau repartitia Student . Repartitia t sau asa numita repartitie Student
are o aplicabilitate deosebitd in geodezie. Repartitia t a unei variabile aleatoare a fost introdusa in
anul 1908 de catre matematicianul W. G. Gosset, sub pseudonumele Student, putand fi exprimata
sub urmatoarea forma generala ( Kreyszig, 1975, pg. 161 ):
X

in care trebuie Indeplinite urmatoarele conditii:

» k este un numar pozitiv si reprezinta gradele de libertate ale repartitiei variabilei

aleatoare t;

» X siy sunt variabile aleatoare independente.
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Variabila aleatoare x are distributia normala standard N (0,1 ) iar variabila aleatoare y este
distribuita 7 * cu k grade de libertate.

Densitatea de probabilitate / repartitie si respectiv functia de distributie a repartitiei Student sunt

date de urmatoarele expresii:

rfy)
o \/k_*r(kj* NN e
" 2) |1+
Kk
r(“l}
F(x) = N2, )j( du (2.173)
_M*F(kj . oN(k+1)/2 '
2 1+uk

2.8.2.3. Repartitia F ( repartitia Fischer ). In practica lucrarilor din statistica precum si in

cadrul prelucrarii observatiilor geodezice intervine des raportul a doud variabile aleatoare

distribuite 7 * , cu diferite grade de libertate k; si respectiv ko:

2 2
L Xk

Fo. -1, 2 (2.174)
12 kl k2

Repartitia raportului de mai sus a fost studiata de R. A. Fischer in anul 1924,

Datorita complexitatii lor, nu consideram absolut necesara prezentarea in acest manual a densizatii
de repartitie si respectiv a functiei de repartitie specifice distributiei Fischer, care pot fi preluate
din manualele de specialitate mentionate la inceputul capitolului.

2.9. Interval de incredere

Asa cum s-a mentionat in paragrafele anterioare, parametrii principali, caracteristici, pentru o
variabild aleatoare X° (definita prin (2.47)) sunt : media teoretica X° (2.56) si abaterea standard
teoretica ¢ (2.72). Acesti parametri sunt raportati la intreaga populatie si de aceea raman
inaccesibili pentru rezolvarile practice. In activititile curente se opereazid cu esantioane din
populatia corespondenta, care pot fi mai mult sau mai putin extinse, in functie de solicitari si de

doleantele executantului lucrarii. Aceste esantioane sunt caracterizate prin alti parametri
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principali, respectiv prin  media aritmeticd (empiricd) X° (2.48) si prin abaterea standard
empirica S (2.101) care sunt estimatori ai marimilor teoretice corespondente. Desigur fiecare dintre
perechile de mirimi avute in vedere (de exemplu X° comparativ cu X°) diferi intre ele, cu valori
oarecari, practic imposibil de determinat cu exactitate, ci doar estimate. Pentru a se gasi un raspuns
la modalitatea de rezolvare a acestei probleme, care intervine frecvent in lucrarile de specialitate,

continudm acest ultim exemplu, §i raportam pe axa numerelor reale cele doud marimi avute in

vedere (Fig. 9) .

axa numerelor
reale

»
'

o | R
0
=

o VI
| R

Fig. 9. Definirea intervalului de incredere (dupa Pelzer, 1980, pg. 49).

Este posibila estimarea unui interval de incredere (interval de confidenta), pe axa numerelor
consideratd, definit prin numerele a §i respectiv b, egal departate de marimea centrald calculabila
x°, in care se afla situatd media teoreticd X° , cu o anumita probabilitate de sigurantd statisticd
(sau mai simplu cu siguranta statistica) notata S =1-a..

In definitia de mai sus au intervenit noi notiuni statistice:

» asib limitele intervalului de incredere;

» o - prag de semnificatie statistica sau prag de incredere.

In acest scop folosim relatia (2.23):
P{asmo sb}: l-a . (2.175)
Deoarece s-a presupus prin desen ca :

PR < aj= P{R°> b}:% , (2.176)

intervalul de Tncredere [a, b] poate fi estimat cu siguranta statistica S.
2.10. Verificarea ipotezelor statistice
O ipoteza statistica este reprezentatd de o presupunere asupra repartitiei care caracterizeaza

0 anumita populatie sau asupra unor anumiti parametri din populatia considerata. Desigur oricare
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ipoteza statisticd poate fi adevaratd sau falsa, afirmatia corespondenta fiind rezultatul unui test
statistic, care se desfasoara in urmatoarele etape:

» se calculeaza o statistica Sau un parametru statistic (media, varianta, raportul a doua
variante etc.) in functie de rezultatele unui experiment;

» se alege un prag de semnificatie o . In mod obisnuit, in prelucrarile geodezice pentru
a se alege valoarea 0,05 si mai rar 0,01;

» se stabileste ipoteza nula, notata obisnuit Hy, care urmeaza sa fie confirmata sau nu, din
punct de vedere statistic;

» se determind valoarea critica ce trebuie verificata statistic, in functie de rezultatele
experimentale (volumul selectiei) si de pragul de semnificatie ales;

» se acceptd sau se respinge ipoteza nuld, in functie de faptul daca statistica ce a fost
calculata se afla in regiunea critica sau nu. Din acest punct de vedere se pot distinge doud
categorii de erori posibile:

e eroarea de ordinul unu, care consta in respingerea ipotezei zero desi acesta
este Tn realitate adevarata. Probabilitatea acestei erori este egala cu pragul de
semnificatie o ;

e eroarea de ordinul doi, atunci cand se confirma ipoteza nula desi aceasta nu
este adevarata in realitate.

aprecierea unui experiment, in ansamblul sau, sau in anumite parti componente. In acelasi timp
trebuie accentuat si caracterul relativ al raspunsurilor obtinute prin analizele statistice, care sunt
puternic influentate de mai multi parametri, in primul rand de pragul de semnificatiec o ales sau

impus.
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Capitolul 3

Prelucrarea masuratorilor directe

In sens larg, notiunea de mdsurare poate fi apreciata ca una dintre componentele cunoasterii
umane, fiind o comparatie pe cale experimentala a unei marimi ce trebuie mdsuratd, cu valoarea
unei alte marimi, care se acceptd drept unitate de mdasurd sau etalon (Nistor 1996, pg. 9). In
procesele de masurare intervin fie etaloane propriu-zise, fie, in mod curent, aparate / instrumente de
masurat, presupuse etalonate Tn prealabil. Etaloanele propriu-zise se folosesc, de regula, in
laboratoare specializate §i au ca scop pastrarea unitdtii de masura corespondente de catre toate
aparatele / instrumentele de masurat din clasa respectiva. Astfel, de exemplu, notiunea de metru
etalon este utilizata in serviciile metrologice nationale, respectiv internationale, pentru verificarea si
etalonarea tuturor instrumentelor de masurat distante.

In ipoteza ci etalondrile s-au executat cu precizie ridicati, masuritorile care se executi
ulterior cu aceste aparate, de exemplu asupra unei anumite lungimi, ar trebui sa difere putin intre
ele. Aceasta conditie poate fi respectatd numai atunci cand aparatele la care ne-am referit fac parte
din aceeasi clasa de precizie.

Asemenea masuratori repetate, efectuate asupra unei singure marimi, in scopul deducerii
unei valori cat mai precise pentru aceasta se numesc masuratori directe. In fond, aproape intregul
capitol 2 al manualului a avut in vedere numai masuratori directe . Prin conventie, In aceeasi
notiune de mdsuratoare directa se includ si functiile simple de masuratori directe (exprimate, de
reguld, sub forma implicitd). In practica inginerului specialist 1In cadastru funciar intervin
numeroase asemenea situatii, astfel incat considerentele de naturd teoreticd ce se vor expune in
continuare, vor fi insotite si de exemplificari practice.

3.1. Abaterea standard (eroarea medie) a unei functiuni de marimi

independente masurate direct

Se considera urmatoarea functie:

F=F(m?m?,.,m?), (3.1)
in care marimile m j= (1, 2, ..., k) provin din masuratori directe (de forma (2.73)), fiind rezultatul

unei prelucrari preliminarii, de genul celei exemplificate in  Aplicatia 4. Marimile avute 9in
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vedere sunt determinate cu erorile teoretice ¢; (j =1, 2, ..., k). Se cere determinarea abaterii

standard (sau a erorii medii) a functici F considerate. Avand in vedere relatia de definitie (2.74) se
poate scrie:
gr =F (mf +€,M) +¢&,,..,md +sk) - F (mf m} mﬁ) (3.2)
Avand in vedere proprietatile principale ale erorilor teoretice ¢ (analizate in 2.4.), primul
termen din partea dreapta a functiei (3.2) poate fi dezvoltat in serie Taylor (a se vedea Anexa 3)
numai pana la termenii de ordinul 1. Termenii de ordinul 2 si superiori pot fi neglijati datorita
proprietatilor mentionate, operatie care se numeste curent liniarizarea functiei respective, si care
intervine frecvent in cadrul calculelor de prelucrare a masuratorilor geodezice.

Se obtine prin urmare:

aF:F(mf,mg,...,mﬁ)+(aFj 81+( aFj €, +
om, J, om, ),

' (3'3)
oF
+...+(amkl<ak—F(mf,mg,...,mf()
sau:
SF:+£ g, + oF €, + .t oF € - (3.4)
om; J, om, ), om, ),

Indicele inferior * la derivatele partiale din relatiile anterioare indica faptul ca valorile
numerice ale acestora se vor determina prin utilizarea unor mdrimi provizorii (aproximative) ale
parametrilor pe care acestea le contin.

Daca se ridica la patrat relatia anterioara si se neglijeaza produsele erorilor teoretice din

rezultatul din partea dreapta (asa cum s-a explicat in amanunt in 2.5.2.2., dupa relatia (2.86))

2 2 2
82 =+ oF 8f+ oF 8]2_+...+ oF Sﬁ . (3.5)
F om, )x om, )x om, )x

Deoarece erorile teoretice raman inaccesibile cunoasterii umane, ele vor fi inlocuite cu

rezulta:

estimatori determinabili, asa cum s-a procedat in 2.5.2.2., astfel incat din (3.5) se obtine urmatoarea
expresie de estimare a variantei empirice a functiei F considerate :
2

2
sﬁ:[aFj szo+(aFJ 32_0+...+( aFJ 32_0, (3.6)
om, ), M om, ), m2 omy ) mk
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in care variantele teoretice 8i2 sunt estimate de erorile medii (variantele empirice) ale mediilor

aritmetice Szmo Gg=1,2, ..., k). Justificarea acestei proceduri este datd deoarece s-a presupus ca
]

fiecare dintre marimile m? G=1,2, ..., k) provin din prelucrari separate ale unor siruri de

masuratori directe de forma (2.73).

Expresia de mai sus se poate scrie si sub forma simplificata, prin utilizarea simbolului sumei

S|2:= ((5—;)*%0} . (3.7)

Abaterea standard empirica (eroarea medie) a functiei considerate se calculeaza cu relatia:

2
Sp = ((S—;j*smoj . (3.8)

Variantele empirice S%O ale marimilor m?, care intervin in membrul drept al relatiilor
j
(3.6) — (3.8) se pot determina cu formule de forma (2.105).

Gauss:

Deoarece in relatiile de mai sus s-a presupus ca masuratorile avute in vedere sunt de precizii
diferite, acestea pot fi transformate prin considerarea ponderilor aferente p; (j =1, 2, ..., k).
Definirea ponderilor teoretice a fost datd de formula (2.151), in care intervin insd variante
teoretice, care nu pot fi determinate prin calcul. De aceea, in diverse etape ale prelucrarii
masuratorilor geodezice se utilizeaza estimatori care se apropie mai mult sau mai putin de valorile
teoretice.

In aceasta etapa preliminara a prelucrarii masurdtorilor geodezice se utilizeazd, relativ

frecvent, urmatoarea posibilitate practica de determinare a poderilor empirice:

P =| 2| . (3.9)

n care s-a introdus o noud notatie S, . Aceasta reprezintd abaterea standard empirica medie a
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unitatii de pondere, fiind determinatd ca o medie a abaterilor standard empirice a unitatilor de

pondere Smo’ pentru componentele din relatia (3.9):
J

S, = M(siO ). (3.10)
mv
]
In relatia de mai sus cu M s-a notat operatorul mediei aritmetice.
Se cunosc si alte metode pentru determinarea empiricd a ponderilor, la care ne vom mai

referi in capitolul 4.

Introducand relatiile (3.9) in formulele (3.7) si respectiv (3.8) se obtin urmatoarele solutii
pentru aplicatiile practice :

» Varianta empirica a unei functiuni de marimi masurate direct, dar de precizii diferite:

3]

» Abaterea standard empirica (eroarea medie ) a unei functiuni de marimi mdsurate

2 =2
Sg =5,

direct, dar de precizii diferite:

oF 1 i
SF :SO [(a—mj* ﬁ] . (312)

3.1.1. Abaterea standard empirica a mediei aritmetice

Revenim la sirul de masuratori directe, repetate de un acelasi numar de ori (2.73), efectuate

asupra unei singure marimi. In baza principiilor enuntate pina in prezent, asemenea masuritori pot
fi considerate de precizii egale, astfel incat varianta empiricd S, a unei singure misuritori se poate
determina cu formula (2.78).

. . .. . . —0
Se cere determinarea abaterii standard a mediei aritmetice m :

m’ =l(mf +mY +...+m)). (3.13)
n

Deoarece s-a emis ipoteza ca toate masuratorile care intervin in formula de mai sus au aceasi

precizie:
S:=si=..=sh =s)=+— (3.14)

rezulta din utilizarea relatiei (3.6):

59



s?, =i2* ns: =i, (3.15)
m n n
de unde se obtine relatia cautata si care s-a folosit anticipat la sfarsitul paragrafului 2.5.2.2.,
(formulele (2.104) si (2.105)).
Nota

Asa cum s-a mentionat la sfarsitul paragrafului 2.5.1. , (dupa relatiile (2.68)), atunci cand

0

masurdtorile m; (i=12, ..,n nu sunt afectate de erori sistematice, media aritmetici M° este 0

estimare nedeformatd a mediei teoretice M° . In cazul in care masuritorile contin o anumiti eroare
sistematica ¢ (presupusa oricat de mare ), deci cand sunt practic gresite, abaterea standard empirica
a mediei aritmetice este fals determinata, in sensul ca aceasta nu contine influenta erorii sistematice
care caracterizeaza masuratorile respective.

Pentru demonstrarea afirmatiei se considera un astfel de sir de masuratori, afectat in

totalitatea sa de eroarea sistematica, notata e :

m?+e| |m]

mo=|Mete|_|ma | (3.16)

) ) . C (—0o)e
Media lor aritmetica, notata (mo) X

(mo)e: %(m?+ m$+,...,m2)+—ne:m +e, (3.17)

va fi afectata de aceeasi eroare sistematica e.
Corectiile aparente corespondente :
o bbbt
1={m") -m =W +ef{m +ef=m"-m =v ;

e _ .
Va =V, (3.18)

€ _
Vn=V y

nu mai sunt insa afectatd de eroarea sistematica e (pe care am presupus-o oricat de mare) si In
consecinta indicatorii de precizie determinati cu formulele (3.15 si (2.105)) au valori nefiresti de

mici, care nu corespund realitdfii — masuratori gresite.
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3.1.2. Abaterea standard empirica a mediei ponderate

Presupunem ca vectorul dat de relatia (2.73):

m° =[mf,m§,...,m°]T, (2.73)

contine masuratori directe de precizii diferite:
p = [ pla p29 ey pn ]Ta (319)
in care ponderile au fost determinate cu relatiile (3.10). Se va demonstra in 3.5.2. ca marimea

compensata a masuratorilor astfel efectuate este reprezentatd de media ponderata a acestora:

mp = [p[g‘]o]. (3.20)

Abaterea standard empirica (eroarea medie) a mediei ponderate, in cazul masuratorilor
directe de precizii diferite se poate determina prin aplicarea formulelor (3.6) - (3.8) la calculul
erorii functiei reprezentatd de formula (3.20). Se prezinta calculele fard comentarii, deoarece sunt

usor de urmarit:

s2=20; (3:21)

de unde rezulta:

(3.22)

Aplicatia 6

Sa presupunem ca distanta avuta in vedere in cadrul Aplicatiilor 1 — 4 a fost remasurata si in
alte zile. Pentru ca exemplul sa fie cat mai edificator, sd admitem ca la fiecare masuratoare au
existat conditii meteorologice diferite, si cd eventual au lucrat operatori diferiti, fiecare cu alte
aparate, dar din aceeasi clasd de precizie. In aceste ipoteze, evident cd masurdtorile obtfinute au

precizii diferite (Smo in Tabelul 4). Se cere calculul mediei ponderate a tuturor masuratorilor
i

efectuate si abaterea standard empirica a acesteia.
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Tabelul 4. Calculul mediei ponderate si al abaterii standard empirice aferente

Nr. DATE CALCULE
crt. | Masuratori | Abaterile standard
me ale mediilor Ponderi Rezultate
aritmetice Pi
smio
[m] [mm]
0 1 2 3 4
1 143.2573 4.7 1.04 Abaterea standard empirica a unitatii de
pondere (3.9):
S,=4.8mm
2 | 143.2815 6.3 0.58 Media ponderata a masuratorilor (3.20)
—0
M, = 143.2672
3 | 143.2686 3.5 1.37 Abaterea standard empirica (eroarea
medie) a mediei ponderate n cazul
masuratorilor directe de precizii
diferite (3.22): S, = 2.8 mm
[p] 2.99

3.2. Abaterile standard empirice (erorile medii) ale unor functii
uzuale de masuratori directe

In practica inginerului specialist In cadastru funciar intervin functii mai mult sau mai pufin
complicate de marimi care se madsoara direct. Este util sd se examineze modalitatea de determinare a
abaterilor standard empirice pentru unele dintre functiile care intervin deosebit de frecvent.

3.2.1. Functia reprezinta suma sau diferenta

unor masuratori directe
Fie functia:
y=+m’+m;s +...+m°, (3.23)

in care intervin medii aritmetice ale masuratorile m® , efectuate direct. Acestea sunt caracterizate de

abaterile standard empirice (erorile medii) ale mediilor aritmetice respectivwe : smo ;i=1,2,...,n .
[

Abaterea standard empirica a functiei y rezultd din utilizarea formulei (3.6), in care toate

patratele derivatelor partiale care intervin au valoarea 1. Rezulta:

2 2 2 2
s, =\/sm0 +smo +"'+Sm8 = {Smo] (3.24)
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Aplicatia 7
Se considera doua distante d; = 250.00 m si d; = 300.00 m. ale caror abateri standard
empirice sunt de 5 mm si respectiv de 7 mm. Se cere calculul abaterilor standard empirice absolute
si relative pentru suma S. respectiv pentru diferenta D. a celor doua distante avute in vedere.
Rezolvare
S =550.00 mm; Ss = 8.6 mm; Ss/S = 1/64 000;
D =50.00mm; Sp = 8.6 mm; sp/D = 1/6 000 .
Comentarii
» Abaterile standard absolute sunt aceleasi, atat pentru suma S cit si pentru diferenta D a celor
doua distante masurate;
» Abaterile standard relative difera mult intre ele.

Caz particular
Daci mediile aritmetice ale misuritorilor directe M avute in vedere in functia (3.25) au
aceeasi precizie:

2 2 2 2
S n=S",4=..=8",=5", , (3.23)
md ~ °mg m ~>mo

abaterea standard a functiei y devine:
s, =sv/n . (3.26)

Asemenea situatii intervin deseori in practica, astfel incat este util sd examinam cateva
aplicatii tipice.

Conventie

Pentru simplificarea scrierii formulelor, in continuare se va face abstractie de faptul ca
marimile considerate ca au fost masurate direct, provin de fapt intotdeauna dintr-o medie
aritmetica a unor masuratori repetate asupra acelei marimi. Ca urmare, In continuare se va opera,

conventional, cu abaterea standard (eroarea medie) a unei singure masuratori, notatd s, §i nu cu

2

Z o cumar fi strict corect.
m

abaterea standard a mediei aritmetice s

3.2.1.1. Masurarea unei distante cu panglica de otel

Aplicatia 8

Se considera o distanta de 245.75 m, care a fost mdsuatd cu o panglica de otel care are
abaterea standard empirica a unei singure masurdtori s = 2 cm. Distanta respectiva se madsoara prin
aplicarea panglicii de otel de 5 ori. Rezultd ca abaterea standard a intregii distante se obtine cu
relatia (3.26) prin particularizarile corespunzatoare:
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Sp =25~ 4mm. (3.27)

3.2.1.2. Erorile unghiurilor, respectiv ale directiilor orizontale. Asa cum se va demonstra la
cursul de Geodezie, directiile o masurate cu teodolitul intr-o statie sunt marimi independente, spre
deosebire de unghiurile  care s-ar obtine din acestea prin scaderi de forma (3.28), care sunt marimi
derivate, si au un grad de dependenta bine definit:

B=oay-0p. (3.28)

Aplicatia 9

Se masoara doua directii o, $i 0, cu acelasi instrument, pentru care s-a determinat abaterea
standard empiricd a unei singure misuritori s, = 4. Se cere si se calculeze abaterea standard
empirica a unghiului care se obtine prin scdderea celor doud directii masurate. De asemenea se cere
determinarea raportului dintre ponderea acestui unghi si ponderea unei directii.

Rezolvare

» La prima intrebare raspunsul este similar cu cel obtinut cu relatia (3.25):

S = 542 =5%7. (3.29)

egeiwy e

(2.109) in care abterile standard teoretice sunt estimate prin abaterile standard empirice:

2 2
P _[Sa| (4 (3.30)
Po. s[3 5% 7

Admitind p, = 1 se obtine pg = 0,5. Prin urmare ponderea unghiului obfinut cu relatia
(3.28) este egala cu jumatatea ponderii unei directii, care reprezinta masurdtoarea originard.
Analog cu situatia examinatd mai sus, se poate proceda si in cazul determindrii unei
diferente de nivel Ah , prin nivelment geometric, in care masuratorile primare sunt citirea pe mira
din spate (a) si respectiv citirea pe mira din fata (b):
Ah=a-Db . (3.31)
Deoarece 1n conditiile date se poate accepta
Sa =S, =S¢ , (3.32)
unde cu s; s-a notat eroarea de citire pe una din mirele de nivelmet, rezulta:

Spp =SV2 . (3.33)

3.2.1.3. Transmiterea erorilor unghiulare intr-o drumuire planimetrica. Drumuirile

planimetrice incep, de regula, de pe o directie R, pentru care se cunoaste orientarea ® o n planul de
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proiectie. Abaterea standard empirica a orientarii initiale este considerata, in cele mai multe cazuri,

ca fiind nula s®0 =0. Analog se procedeaza, de obicei, §i cu orientarea finald, precum si cu alte

orientari de control folosite pe parcursul drumuirii.

Aplicatia 10
Se considera drumuirea din Fig. 10. Se cere determinarea abaterii standard empiricd a

orientarii laturii dy notata Sek , stiind ca unghiurile B1, B, ..., Pk au fost masurate cu un teodolit care

asigurd precizia unghiulard de la Aplicatia 9.

Fig. 10. Transmiterea erorii unghiulare Tntr-o drumuire planimetrica

Rezolvare
Din Fig. 10 se poate deduce:
0, =0, +p;;
®,=0,-200°+B,=0,+pB, + B, —200°; (3.34)

®,=0,+p, +B, +---+p, —200°.
— 3 — A — — cc — H g . o
Deoarece S®o =0 si s[31 _sBz = Sg, S Sg lar constanta 200 este lipsita de
eroare se obtine:
S, = SB\/E. (3.35)

Daca, de exemplu:

k =6, atunci s®k =13%,96. (3.36)
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Comentarii

» Din acest exemplu se desprinde o regula importanta pentru practica: este indicat ca dupa
un numar oarecare de lungimi sa avem un control pe o orientare cunoscutda. Experienta
operatorului, precizia solicitatda de beneficiarul lucrarii sau uneori chiar instrutiunile de
lucru impun numarul de lungimi dupa care se solicita controlul mentionat.

> In cazul cand drumuirea are orientdri de control la ambele capete (ceea ce este
intodeauna indicat) numarul k din relatia (3.35) este considerat la jumatatea drumuirii.

» Analog se va proceda si in cazul unei drumuiri inchise: eroarea maxima este situata la
mijlocul sau.

3.2.2. Functia reprezinta produsul dintre o constanta

si 0 marime masurata direct

Fie functia:

F=c*m° (3.37)
in care ¢ reprezintd o constantd iar m°® este 0 marime masurata direct, cu abaterea standard empirica
s. Se cere calculul abaterii standard empirice a functiei considerate. Din aplicarea formulei (3.6)
rezulta:

sz =c?*s?, (3.38)
adica :

SE=C*s. (3.39)
Aplicatia 11
Se considera 3 suprafete de forma circulara, cu razele de 100 m; 500 m; 1000 m. Se cer
abaterile standard empirice absolute si relative ale suprafetelor, considerandu-se ca razele acestora
se masoara cu o ruletd de otel de 50 m, care asigura abateri standard empirice s de 2 cm pentru o
singurd masuratoare.
Rezolvare
Pentru rezolvarea problemei date se fac unele consideratii ajutdtoare.
» Asa cum s-a mentionat in 3.2.1., prin formula (3.26), rezulta pentru razele masurate

abateri standard empirice diferite (coloana 3 din Tabelul 5):
s, =sv/n , (3.40)

unde n reprezintd numarul de masuratori de 50 m cuprinse in raza corespondenta.
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» Aria cercului fiind determinata de relatia:

A=nr} (3.41)
eroarea suprafetei sale se determina utilizand relatia (3.6):
s2 =4n’r’s?; sa=2mrs (3.42)
Tabelul 5. Abateri standard absolute si relative la masurarea unor suprafete circulare
Nr.
crt. | Lungimea | Abaterea standard Suprafata Abaterea standard Abaterea
razeir arazei s cercului A absoluta a standard
suprafetei circulare sa relativa a
suprafetei
[m] [m] [m?] [m?] circulare
0 1 2 3 4 5
1. 100.00 0.028 31 415.93 12.56 ~1:2500
2. 500.00 0.063 785 398.16 62.80 ~1:12500
3. 1 000.00 0.089 3141 592.65 125.60 ~1:25000
Concluzii:

In cazul masurarii unui numar oarecare de suprafete circulare cu acelasi instrument, care
asigurd o anumita precizie (in exemplul considerat, abaterea standard empiricd a unei singure
masuratori a fost presupusa de 2 cm), se pot desprinde urmatoarele concluzii principale:

> erorile razelor cresc odatd cu marirea acestora;

» asemanator, abaterile standard empirice absolute ale suprafetelor se maresc pe masura ce

acestea din urma cresc;

» abaterile standard empirice relative ale suprafetelor descresc.

Aplicatia 12

In numeroase situatii costul unui metru patrat de suprafati ( mai ales de suprafata construita)
este mare, astfel incat beneficiarii respectivi sunt interesati in cunoasterea suprafetei cu erori cat mai
mici, pentru a putea obtine un pref cdt mai bun. S& presupunem cd se solicitd determinarea unei
suprafete circulare, cu raza de 100 m cu abateri standard empirice (erori medii) de 2 m?, respectiv
de 5 m% Se cere precizia de masurare care trebuie asiguratd de instrumentul care urmeaza a fi
folosit.

Rezolvare
Pentru rezolvarea problemei se va utiliza formula (3.42.) in care abaterea standard empirica

Sa este, de aceasta data, cunoscuta (impusa de beneficiar).
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Se cere sa se calculeze abaterea standard empirica cu care trebuie determinata raza r, notata
ca si pand acum s, astfel incat suprafata respectiva sa se determine cu erorile mentionate. Abaterea
standard empirica a razei r este obtinuta din formula amintitd mai sus:

Ss=Sa/2mr. (3.43)

In exemplul considerat cele doud raspunsuri sunt:

s =0.003m respectiv. s =0.008 m. (3.44)

Asemenea precizii nu se mai pot abtine prin utilizarea unei panglici de otel, care ar trebui sa
aiba posibilitatea de masurare cu abateri standard a unei singure masuratori (o distantd de 50 m) de
1,4 mm si respectiv de 5,7 mm.

Aceste solicitari ale beneficiarilor lucrarilor geodezice - cadastrale privind precizia finald a
rezultatelor a impulsionat efectiv tehnica realizarii instrumentelor electronice de masurat distante.
Acestea s-au perfectionat deosebit de mult, atat in directia cresterii preciziei de masurare cat si a
unei productivitati superioare . Desigur si preturile de cost au crescut in acelasi sens. Aparate
electronice de masurat distante cu precizia solicitata de relatiile (3.44) exista, astfel incat dezideratul
beneficiarului poate fi satisfacut.

3.2.3. Functia reprezinta produsul dintre

doud marimi masurate direct
Se considera functia:
f=m)m9, (3.45)
in care misuritorile directe m_ si m) au fost misurate cu abaterile standard empirice ale unei

singure masuratori notate CuU S; si respectiv sp. Prin aplicarea formulei generale (3.6) se obtine:

S, = \/(mg *31)2 +(mf *32)2 . (3.46)

Aplicatia 13

Se cere determinarea abaterii standard empirice a suprafetei unei camere care are
dimensiunile de 3,5 m * 4,5 m, masurate cu o panglica de otel, care in conditiile date asigura
abaterea standard a unei singure masuratori de 0.01 m.

Rezolvare

Formula (3.44) devine Tn acest caz particular:
s, = 0,01,/(45) +(35)° = 0,06 m? (3.47)

Rezulta ca suprafata de 32,50 m? a camerei a fost misuratd cu o eroare de 0,06 m®.
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Aplicatia 14
Sa consideram ca cele doud marimi masurate direct din relatia (3.43) au dimensiuni diferite,
cazul tipic fiind constituit de situatia care intervine in nivelmentul trigonometric topografic (la

distante mici) - Fig.11.

Fig. 11. Nivelmentul trigonometric topografic (la distante mici)

Asa cum rezulta din Fig.11., diferenta de nivel AH;; dintre cele doua puncte topografice P

si P, este data de relatia:
AHi2=Hz-Hi=Dipactg G+ 11 - Sp. (3.48)

Inélfimea instrumentului in statie (I1) precum si Tndltimea semnalului vizat
(S2) se masoara cu multa atentie, astfel ca, de obicei, aceste marimi sunt considerate fara erori ( sau
mai exact spus erorile acestora sunt mult mai mici decat ale celorlalte marimi care se masoara, Incat
pot fi neglijate). Determinarea diferentei de nivel prin nivelment trigonometric topografic (la
distante mici) se bazeaza pe urmaroarele ipoteze simplificatoare:

» raza de lumind are o curbura foarte mica pe intervalul de masurare, astfel incat se admite
ca traseul parcurs este liniar ( se neglijeaza refractia atmosfericd);

» suprafata de nivel zero (care in Geodezie este considerata extrem de ondulata si denumita
geoid) este inlocuita cu planul de cotd zero, deoarece domeniul de masurare este restrans.
1n aceste ipoteze, formula de determinare a diferentei de nivel este (3.48), in care intervin
doua tipuri de masuratori diferite:
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e masuratori de distante D12;
e masuratori unghiulare zenitale {;.

In decursul timpului aparatura capabili si misoare asemenea marimi a cunoscut o
dezvoltare continui. In prezent se utilizeaza pe scard din ce in ce mai largd stafilei totale care
masoara distante, directii orizontale si unghiuri zenitale. Preciziile obtinute difera de la un aparat la
altul (de la o firma la alta) si exemplul care se va da in continuare are doar un caracter didactic. Se
va presupune ca distantele sunt masurate cu abateri standard de ordinul lcm / km iar unghiurile
zenitale sunt misurate cu abateri standard de ordinul 50°. Abaterea standard a functiei (3.48) se

poate determina aplicand relatia (3.8) in ipotezele mentionate mai sus (S , XS, O):

cc

Sat, = ctgzgl*szDer(Dlz/sinzgl)z ) (3.49)

cc

C

Cu p® s-a notat numarul de secunde centezimale continut de 1 radian. Pentru calcule
aproximative se poate considera p® = 636 620 si, uneori (ca in exemplu nostru) p® =~ 6 * 10°.

Dupa cum se constatd din formula (3.49) abaterea standard a diferentei de nivel are doua
componente:

» prima componentd depinde de marimea unghiului zenital §i de precizia cu care a fost

masurata distanta dintre cele 2 puncte;

» a doua componenta depinde in primul rand de marimea distantei dintre punctele
considerate si de precizia de masurare a unghiului zenital, precum si de alfi factori, care
fiind situati la numitorul expresiei, aduc o contributie mai redusa.

Aplicatia 15

Se au in vedere masuratorile din Tabelele 6 §i 7.

Tn Tabelul 6 distanta este considerata constanta (300,00 m) si se au in vedere urmatoarele
unghiuri zenitale: 10° ; 309 si 707

Tn Tabelul 7 unghiul zenital este considerat constant (509 si se au in vedere urmatoarele
distante: 200 m; 400 m; 600 m.

Se cere determinarea abaterilor standard empirice ale diferentelor de nivel cu formula (3.4)
si compararea rezultatelor in functie de variatiille in parametrilor care intervin in formula
mentionata.

Abaterile standard empirice ale distanfelor masurate se vor determina cu relatia
aproximativa:

sp=1cm* (D)km. (3.50)
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Tabelul 6. Variatia abaterii standard empirice a diferentei de nivel

trigonometric in functie de modificarea unghiului zenital

Nr. | Distanta Unghiul Prima A doua Abaterea standard
crt. D zenital componentd | componenta empirica a diferentei de
C nivel trigonometric
[km] [a] [cm] [cm] [cm]
1. 0.3 10 3.6 9270.3 96.3
2. 0.3 30 0.3 130.6 115
3. 0.3 70 0.02 8.8 3.0
Tabelul 7. Variatia abaterii standard empirice a diferentei
de nivel trigonometric in functie de modificarea distantelor
Nr. Distanta | Abaterea Unghiul Prima A doua Abaterea
crt. D standard a zenital componentda | componenta Stand.a[d
empirica a
distantei ¢ diferentei de
s nivel
D trigonometric
[km] [cm] [0] [cm] [cm] [cm]
1. 0.2 0.2 50 0.04 9.86 3.1
2. 0.4 0.4 50 0.16 39.47 6.3
3. 0.6 0.6 50 0.36 88.83 9.4
Comentarii:

» se observda ca prima componenta din formula (3.49) are contributii mult mai mici
comparativ cu cea de a doua componenta din aceeasi formuld, in toate exemplele
prezentate;

» din Tabelul 6 se constatd ca pe masura ce unghiurile zenitale descresc (in ipoteza D =
constant) abaterile standard ale diferentelor de nivel trigonometric cresc extrem de mult.
De aceea unghiurile zenitale mici trebuie evitate;

» din Tabelul 7 se constatd ca pe masura ce distantele cresc (in ipoteza { = constant )
abaterile standard ale diferentelor de nivel trigonometric cresc de asemenea . Trebuie
atras atentia ca peste limita de 800 m, ipotezele admise In lucrarile topografice nu mai pot

fi acceptate (de exemplu in lucrarile geodezice).
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3.3. Influenta concomitenta a erorilor aleatoare
si a erorilor sistematice reziduale
Sa presupunem ca erorile teoretice ¢ (i = 1, 2, ..., n) definite prin relatia (2.74) contin atat

componente aleatoare (W) cit si componente sistematice (v ):

& =M +Vy
€ =Hy TV, (3.51)
Sn :Hn +Vn'

Se ridica la patrat relatiile de mai sus, dupa care se formeaza media aritmetica a termenilor rezultati
(contributia adusa de suma produselor dintre erorile care intervin in membrul drept este neglijata,

asa cum s-a procedat si in 2.5.2.2) :

lee] | low] | v (3.52)
n n n
Respectand definitia data pentru abaterea standard empirica a unei singure mdsurdtori pPrin

relatia (2.101) si generalizdnd aceasta definitie la componentele aleatoare, respectiv la

componentele sistematice care intervin in formula de mai sus, rezulta:

Sy = sﬁo +s§0. (3.53)

In aparentd, formula obtinuta mai sus nu aduce noutati in raport de formulele cu caracter
general continute in 3.1. Dar, avand in vedere modalitatea de propagare a celor doua categorii de
erori avute in vedere se pot desprinde unele concluzii importante pentru activitatea practica:

» erorile aleatoare (intamplatoare) se propaga dupa relatii de forma (3.24). De exemplu,

daca se are in vedere o linie de nivelment compusa dintr-un numér n de niveleuri, de
lungimi aproximativ egale, si se noteaza cu s' abaterea standard pe un singur niveleu,

determinatd numai de erorile aleatoare rezulta:
S = s'/n; (3.54)

» erorile sistematice reziduale au ca surse principale unele imperfectiuni de verificare si
respectiv rectificare (eventual etalonare) ale aparatelor geodezice. Aceste erori nu trebuie
confundate cu greselile de masurare, care sunt presupuse excluse aprioric din metodele
geodezice de lucru (asa cum s-a aratat in 1.1.1.1.).Prin urmare, propagarea erorilor
sistematice reziduale are loc direct proportional cu numarul de masuratori individuale,
asa cum rezulta din formula (3.37). Notand cu s" numai contributia a acestei categorii de

erori in eroarea finald pe un singur niveleu se poate scrie:
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SV — S”

. *. (3.55)

Din ultimele trei relatii rezultd abaterea standard empirica s, pentru intreaga linie de

nivelment, determinata atat de componenta aleatoare cat si de componenta sistematica reziduala:

s, =/s'?#n+s"% #n’. (3.56)

Observatii

» Abaterile standard empirice s' si s" se determina in mod specific pentru fiecare gen de
masuratoare (nivelment, masuratori de distante s.a.m.d.) dupa incercari multiple, care
depind de foarte multi parametri: destinatia lucrarii, precizia solicitata s.a.m.d.;

» De numeroase ori tolerangele impuse de instructiunile de lucru, sau de citre beneficiar,
se dau sub forma (3.56) unde se tine seama de particularitatile specifice referitoare la
propagarea erorilor Intdmplatoare, respectiv a celor sistematice.

3.4 Siruri de masuratori duble

Sirul de masuratori duble reprezinta un caz particular al masuratorilor directe, fiind folosite

in mod curent in practica. De exemplu, masurarea de cate doua ori, la dus si la intors, cu ajutorul
panglicii de otel de 50 m, a laturilor drumuirilor planimetrice. In categoria masuratorilor duble se
incadreaza, de asemenea, si masurarea diferentelor de nivel, dintre punctele drumuirilor nivelitice,
la dus si la intors, mai ales atunci cand se folosesc aceleasi trasee si lungimile niveleurilor sunt
foarte apropiate ca marime. Tot ca sir de masuratori duble se pot trata si situatiile in care fiecare
dintre masuratorile sirului au fost executate de patru sau de opt ori, grupand pe perechi, in mod
corespunzator, masuratorile efectuate.

Tn general, se considera doua siruri de masuritori, efectuate corespondent asupra acelorasi marimi:

sirul1: m?, my,, ..., m’;
. o " (3.57)
sirul 2: my,, M5,, ..., M.
Diferentele care se pot forma dintre masuratorile corespondente din cele doud siruri:
d=m),-m); i=12 ...n, (3.58)

reprezinta o sursa de informatii pentru calculul preciziei interioare pe baza unei formule de forma

(2.101). Daca folosim principiile si notatiile din 2.5.2.2 se poate scrie:
Mm=m, —g, =m}, — ¢, (3.49)

de unde se poate deduce o alta forma de exprimare a diferentelor d;, in raport de erorile teoretice:
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d, =g, —€,;

d, =¢,, ¢, (3.60)
d,=¢,, —€,;.

Ridicand la patrat componentele relatiilor (3.60) si facand media lor aritmeticd, prin

neglijarea produselor dintre erorile teoretice care apar in partea dreapta rezulta:

[dd] _[ese] | [ene,] (3.61)

~
~

n n n

In continuare se vor examina doua situatii care intervin frecvent in practica.
3.4.1. Siruri duble de masuratori de aceeasi precizie

Daca se presupune ca sirul de masuratori duble au aceeasi precizie (¢ , =€ , =€ ,) Se
my m2 m
obtine din (3.61):

% _ 2%_ (3.62)

In aceasta ipoteza, abaterea standard empiricd a unei singure mdsurdtori (oarecari) din cele

doua siruri cuprinse in formula (3.57) se poate determina prin utilizarea relatiei de definitie (2.101):

& dd
5, = \/Q - /—[2n ]. (3.63)

In mod obisnuit, din cele doua siruri de masuratori duble se formeaza medii, in mod corespondent:

0 0
MO = mp, +mg,
T2
0 0
MO = my, +M,,
2 2 ' (3.64)
0 0
MO _ mn,l+mn,2
" 2

Abaterea standard empiricd a unei singure masurdtori mediate M° se obtine cu o relatie dedusi din

S 1 /|dd|
WooJ2 2V n (3.65)

particularizarea formulei (2.84):
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3.4.2. Siruri duble de masuratori de precizii diferite
Se presupune ca cele doud siruri de masuratori din (3.57) au precizii diferite, reflectate de
ponderile acestora p;.
Pentru determinarea estimatorilor preciziei de masurare se pot folosi cunostintele din situatia
precedentd, cu particularizarile care decurg din noua ipoteza:
> misuritorile m® din cele doud siruri se aduc la aceeasi pondere, prin multiplicare cu
radicalul ponderii aferente, asa cum s-a explicat in amanunt la sfirsitul paragrafului
2.7.3.2, unde s-a abordat omogenizarea masuratorilor geodezice. Ca urmare, noile

diferente notate d;, au evident ponderea acestor masuratori omogenizate din care au fost

formate:
di =d;yp;; (3.66)
» abaterea standard empirica a unitdtii de pondere care se va nota cu s (a unei singure

masurdtori din cele doua siruri duble de masurdtori, aduse la ponderile egale cu 1) se

obtine cu o formula similara cu (3.63):

sP = /[dZ: ] . (3.67)

Evident, din ultimile doua relatii se poate scrie:

sp= [0 (3.68)

in care intervin diferentele primare d; ;
» abaterea standard a unei singure masurdtori mediate M°, de forma (3.64), cu ponderea

egala cu unitatea, se determina cu una din relatiile deja cunoscute:

s 1 [|dd'| 1 [[pdd )
T 259

» prin particularizarea formulei (2.104) se poate deduce abaterea standard a oricareia

dintre mdsurdtorile duble individuale m?, sau m?,, care au fiecare ponderea p;.

sPs
o, = m _ |lpdd] (3.60)

m \/p_i_ 2np; ’

> abaterea standard a unei masurdtori mediate M ?, de formula (3.64) si care are ponderea

pi, se determind cu una dintre relatiile cunoscute:
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Sp 1
m? pdd
Sp 0 = - = - 371
Mi A2 2 np, ( )

Aplicatia 16
Se presupun masuratorile dus si respectiv intors efectuate pe o linie de nivelment, formata din 5

segmente (Tabelul 8 - coloanele 2 si 3). Sa se determine parametrii de precizie principali.
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Tabelul 8. Estimarea preciziei masuratorilor duble

Nr. | Diferente denivel | Diferente Mediile Lungimi | Ponderi As‘Paaﬁagrl Calcule
crt. masu__rate empirice
Dus Intors d. masuratorilor L; P; - a!e )
0 0 I 0 masuratorilor
M1 M; 2 M} mediate
[m] [m] [mm] [m] [km] [mm]
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Abaterea standard empirica
1 3.1785 3.1735 -5.0 3.1760 3.5 0.3 1.48 a unitatii de pondere a celor
doua siruri de masuratori (3.68)
2 -5.8612 | -5.8648 -36 - 5.8630 4.6 0.2 1.81 sb =1.62mm
Abaterea standard empirica
3 17.2216 | 17.2256 4.0 17.2236 6.7 0.2 1.81 a unitatii de pondere din sirul de
masuratori mediate M? (3.69)
4 8.3847 8.3809 -3.8 8.3828 5.8 0.2 1.81
shio =1.14mm
5 -12.1467 | -12.142 | -12.144 | -12.1444 2.1 0.5 1.15
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Comentarii

» Sirul de masuratori mediate este mai precis decat sirurile de masuratori duble
individuale.

» Masuratorile cu ponderi mari (masuratorile 5, respectiv 1) au abateri standard mai mici.

> In lucririle de nivelment geometric de precizie, in care se presupune ci se incadreaza si
exemplu de mai sus, se folosesc niveleuri de lungimi I, aproximativ egale. Pe un segment
de nivelment, propagarea erorilor intamplatoare depinde de numarul de niveleuri, notat n,
precum si de abaterea standard pe un singur niveleu, notata sg, care indeplineste aici rolul
abaterii standard a unei singure masuratori de pondere egald cu unitatea. Rezulta ca
abaterea standard pentru segmentul considerat, notatd ss, se determind cu o relatie

similara cu (3.24):

s, =S,/ - (3.72)

Deoarece n, = Lg/ I, (Ls- lungimea segmentului de nivelment), rezulta:

S, =Sg4/ L/, - (3.73)

Particularizand formula (3.72) pentru situatia avuta in vedere, se obtine expresia ponderii

pentru un segment de nivelment:
constant
P

S

, (3.74)

care depinde de lungimea segmentului Ls si de lungimea medie a unui niveleu de lungime medie I,.

Daca in (3.74) se alege constanta de la numarator egala cu 1, si se exprima lungimea segmentului in
kilometri, se obtine o formula general utilizata la prelucrarile de nivelment geometric:

1

")

Aceasta reprezintd ponderea unui segment de nivelment imaginar de lungime egala cu 1 km.

(3.75)

km

Relatia (3.75) s-a folosit in calculele din Tabelul 8.
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3.5. Compensarea masuratorilor directe
Se are in vedere sirul de masuratori directe (2.73) efectuate asupra unei singure marimi si se
cere determinarea mdarimii compensate notatd x. Se vor avea in vedere masuratori independente
pentru care sunt satisfacute relatiile (2.146).
3.5.1. Compensarea masuratorilor directe de aceeasi precizie
Dupa incheierea compensarii trebuie indeplinite ecuatiile:
my +v, = X; v, =x-mY;

my+v, =X Vy =X =My,

sau sub o forma mai convenabila: (3.76)

md+v, =X vV, =X—-m
de catre toate masuratorile efectuate.

Asa cum s-a specificat in Observatiile din 2.5.2.2., corectiile aparente v sunt accesibile
cunoasterii umane si pot fi determinate prin prelucrari, care in mod traditional sunt denumite 1n
geodezie compensari ale masuratorilor efectuate.

Prin ridicarea la patrat si insumarea relatiilor (3.76) rezulta:

[w] = n x%- 2 x [m°] + [m°m°]. (3.77)

Deoarece s-au presupus masurdtori de precizii egale, compensarea are ca ecuatie directoare
conditia de minim (2.157 Aceasta conditie este indeplinitd atunci cdnd derivata de ordinul 1 a

relatiei de mai sus se anuleaza:

d 0
%:an-z[m ]:0. (3.78)

Din aceasta formula se obtine marimea x cautata:

X = : (3.79)

care reprezinta media aritmetica a masuratorilor efectuate.
3.5.1.1. Controlul calculelor. Deoarece in mod obisnuit in compensarile care intervin in
geodezie se opereaza cu un numdr mare de masuratori, si in consecintd are loc un volum mare de
calcule, etapele intermediare si finale includ permanent operatii de control, care au menirea de a
evita complet greselile de calcul.
» Controlul sumei corectiilor aparente v. Daca se aduna relatiile (3.76), se obtine:
[V]=nx-[m°]. (3.80)

Prin utilizarea formulei (3.79) rezulta in continuare:
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[v]=n*[mTo]—[m°]:o, (3.81)

relatie care este indeplinita si de erorile aparente e, conform cu relatia (2.90), ceea ce
verifica, odatd in plus definitia: e; = - Vv;

» Controlul sumei patratelor corectiilor aparente. Daca ecuatiile (3.76) sunt inmultite

fiecare cu v ... vy siapoi cu m? ... m?

n» Tezultd prin Insumare:
w/|= X |v|-|m°v];
[wl=x [}-mv] o)
[m°v]=x [m°]-[m°m°]
Prin inlocuirea ultimei relatii in precedenta si luand in considerare formula (3.81) se obtine:

[w]=[m?m® |- [m°]:

[w]= [momO]_M | (3.83)

..m

3.5.1.2. Estimarea preciziei. Daca notam cu X valoarea adevdrata a marimii x, relatiile
(3.76) se pot scrie sub forma:

(3. 84)
g, =md—X,

unde g; sunt erorile teoretice tratate Tn 2.5.2.2. Tindnd seama si de relatia (3.76) se obtine in
continuare:

g, =V, +(x=X);
g, =-V, +(Xx=X);

(3.85)
g, =V, +(x—X).
Din insumarea acestor relatii rezulta:
[e]=-[v]+n(x-X), (3.86)
din care se obtine datorita relatiei (3.81):

X—X= M : (3.87)
n
Prin ridicarea la patrat a relatiilor (3.85) si insumarea corespunzatoare pe coloane rezulta:
[ee] = [vv] - 2 (X - X) [V] + n (x - X)2 (3.88)
Avand in vedere formulele (3.81) si (3.87), ultima relatie devine:
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)= )

(3.89)
Ultimul termen din formula de mai sus se poate scrie detaliat sub forma:
[e] o _L(2 2 )
Bl 2 ve,+ e, P==(e2+el+ ..+e2)+
n.n n (3.90)

+ (g8, + 8,85+ ...+8, 48, ).
n

Acesta relatie se simplifica mult datorita proprietatilor pe care le au erorile teoretice ( a se
vedea 2,5.2.2) , astfel ncat se poate scrie:

2]

el _ =]
n_n

=, (3.91)
Din relatiile (3.91) si (3.89) rezulta:

lee] _ [w]

: 3.92
n n-1 (3.92)
formula identica cu (2.99), care a fost dedusa insa pe alte cai.

Calculele ulterioare se bazeaza pe utilizarea relatiei (2.100).

» Abaterea standard empiricda a unei singure mdsurdtori (imaginare) are aceeasi expresie
cu cea dedusd in 2.5.2.2 :

. 2.93
1 (2.93)
» Abaterea standard empirica a marimii compensate x Se calculeaza cu formula (2.104)

deoarece marimea x este media aritmetica (3.79) a unui sir de n marimi masurate direct:

so [ [w
S, _ﬁ_ —n(n—l) ) (3.94)

3.5.2. Compensarea masuritorilor directe de precizii diferite

Ipotezele din 3.5.1. se completeazd cu o noud ipotezd: misuritorile m’ sunt_de precizii

diferite si, ca urmare, au fiecare ponderi distincte, notate p;.

Pentru calculele care vor urma este util sa ridicam la patrat relatiile (3.76) si sa le

multiplicdm cu ponderile p; aferente. In acest mod se obtine

p.v? =p, (¢ ~2xm? + (m2 )

P.V; =P, X2_2xmg+(mg)2); (3.95)

p.V:=p, (x2 -2xm? +(mﬂ)2).
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Prin insumare rezulta:
[pwv] = x* [p] - 2x [pm°] + [pm°m°]. (3.96)
Deoarece masuratorile sunt independente si de precizii diferite, prelucrarea este efectuata
sub condifia de minim (2.116). Prin urmare prima derivata a acestei functii trebuie sa fie egala cu

ZEro:

dipw] [CFI)):N]=O=2x[p]—2[pm°], (3.97)

de unde rezulta marimea x cautata in aceasta situatie particulara:

X = [p_m°] (3.98)

[p]

Aceasta reprezintda media ponderatd a masuratorilor avute in vedere, rezultat care s-a
anticipat in 3.1.2., formula (3.18), dar care nu fusese demonstrat.

Observatie

Corectiile v;j se calculeaza tot cu relatiile (3.76), dar marimea compensata este obtinuta cu
formula (3.98).

3.5.2.1. Calcule de control. Analog ca in 3.5.1. se deduc in continuare relatii utile pentru
controlul calculelor.

» Controlul sumei [pv]

Dupa multiplicarea relatiilor (3.76) cu ponderile aferente se obtine prin Tnsumare:

[pv] = x [p] - [pm°]. (3.99)

Avand in vedere relatia (3.98) rezulta:

[pv]:[F)[TnT]*[p]—[pmo]:O. (3.100)

» Controulul sumei [pwv]

Din relatiile (3.96) si (3.98) rezulta dupa calcule simple:

[pw]= [pmomo]— [IOEE}]Z . (3.101)

3.5.2.2. Estimarea preciziei. Metoda care are avantaje didactice evidente pentru calculul
principalilor estimatori de precizie a masurdtorilor directe ponderate este similarda cu metoda
folosita in 3.4.2.. Dacd masuratorile ponderate se multiplicd cu raddcina de ordinul doi din ponderea
aferenta se obtin masuratori omogene (imaginate) de aceeasi precizie.

Aceasta operatiune se poate efectua si cu corectiile aparente V.

V, =V, *\/p_i, (3.91)
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noile corectii Vi avand ponderile egald cu unitatea. In acest fel s-a revenit la cazul examinat

anterior, al masuratorilor indirecte neponderate. Prin urmare, parametrii de precizie se obtin analog
cain3.5.1.2.
» Abaterea standard empirica a unei mdsurdtori de pondere egald cu unitatea sau

abaterea standard a unitatii de pondere se deduce cu formula (2.81):

vV w

5, = ‘/—[] _ ‘/—[p]. (3.103)
n-1 n-1

> Abaterea standard empiricd a unei mdsurdtori m?, de pondere p;, se determind cu o

formula analoga cu formula (3.70):

(3.104)

» Abaterea standard empirica a marimii compensate X se deduce din formula de obtinere a

acestel marimi;

x:i{plmf+p2m2+...+p mo}, (3.105)

[p] m

considerata ca o functie de marimi independente, masurate direct (a se vedea 3.1.). Prin utilizarea
relatiei (3.7) rezulta:

2

$2 = ﬁ{ PISyo +P2Sey ot PaS e } (3.106)

Utilizand formula (3.104) se obtine in continuare:

2
s? :i*sg[p]zs—o (3.107)

[p]

adica aceeasi relatie ca in 3.1.2.:

(3.108)

Aplicatia 17

e e —0 . . 5 :
Se considera sirul de masuratori ponderate mi din Aplicatia 6 (Tabelul 4). Sa se determine
marimea compensata x si principalii parametri de precizie.

Sa se compare rezultatele din cele doua aplicatii.
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Tabelul 9. Compensarea masuratorilor directe ponderate

Nr. | Masuratori | Ponderi | Corectii | Abaterile standard
crt. m pi Vi empirice ale Calcule
masuratorilor SE?
[m] [mm] [mm]
0 1 2 3 4 5
Mairimea compensata
1 143.2573 1.04 9.9 10.2 (3.98):
X =143.2672 m
Abaterea standard a unitatii
2 143.2815 0.58 -14.3 13.8 de pondere (3.103):
So =10.5 mm
Abaterea standard a marimii
3 143.2686 1.37 -1.4 9.0 compensate (3.107) :
Sx =3.5mm
Sume | 429.8074 2.99

Controale

e [pv] = 0,00002 (formula (3.100))

e [pvv] =0,00022 obtinuta prin calcul direct
e [pvv] = 0,00023 (formula (3.101))

Observatii

> Rezultatele finale Eﬁ (in Aplicatia 6) respectiv x (in Aplicatia 17) coincid, fiind
reprezentate de media ponderata a masuratorilor directe avute Tn vedere.

» Parametrii care descriu precizia masuratorilor si a rezultatelor finale au valori diferite.
Acestia au fost dedusi prin utilizarea unor principii si ipotezediferite, specifice gradului
de informatii existent intr-un anumit stadiu al prelucrarii masuratorilor geodezice.
Rezultatele finale diferd n primul rand datoritd modalitatii de calcul al abaterii standard
empirice a unei singure masuratori s, : aceasta s-a dedus in Aplicatia 6 cu relatia (3.9) si
in Aplicatia 17 cu relatia (3.103). Cu relatia (3.103) se obtin rezultate mai apropiate de
cele probabile, astfel incat se poate afirma ca estimatorii de precizie determinati in
Aplicatia 17 sunt dedusi Intr-o ipoteza mai evoluata a prelucrarii decat cei corespondenti
din Aplicatia 6.
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Capitolul 4

Prelucrarea masuratorilor indirecte

Tn cadrul teoriei prelucrarii masurdtorilor geodezice s-au dezvoltat, Tn decursul unei indelungate
perioade de timp (aproape doua secole), mai multe categorii de metode de rezolvare a problemelor
din ce in ce mai complexe care au intervenit in domeniul stiintei cunoscuta sub denumirea de
geodezie. Unele dintre aceste metode s-au perfectionat continuu, fiind aplicate cu mai multa
intensitate, altele dimpotriva si-au pierdut treptat aplicabilitatea. Motivatiile Th acest sens sunt
multiple: randament mai scazut sau chiar anumite dificultdti in utilizare, in mod deosebit in ceea ce
priveste programarea calculeleor pentru a fi efectuate de calculatoarele electronice.
Rezolvarile care s-au folosit cel mai des la prelucrarea observatiilor efectuate in lucrarile geodezice
pot fi cuprinse in doud mari categorii de metode:

®  metoda observatiilor indirecte;

*  metoda observatiilor conditionate,
care vor fi examinate In urmatoarele doud capitole.
Se cunosc si alte metode, de mai mare complexitate, utilizate Tnsd pentru rezolvarea unui numar
mai restrins de probleme, de regula de natura stiintifica, astfel incat tratarea lor depaseste destinatia
manualului nostru.
Avand in vedere limitele de extindere impuse acestui manual, despre care s-a mentionat inca din
introducere, chiar in cadrul celor doud metode principale mentionate mai sus se va renunta la
demonstrarea unor afirmatii sau solutii pentru care ar fi necesar un spatiu prea mare. Rezultatele
finale vor fi insa prezentate, deoarece se folosesc curent in prelucrarile actuale.
Pentru a se asigura, pe de o parte, intelegerea de catre studenti a tematicii expuse, iar pe de alta
parte pentru a se putea permite efectuarea unei legaturi cu alte lucrari mai dezvoltate, expunerea se
va face 1n paralel, atat prin notatii clasice cat si §i prin notatii matriceale.
Prelucrarea masuratorilor in retelele geodezice mai vechi s-a realizat prin metoda observatiilor
si modelele de prelucrare, astfel incat metoda observatiilor indirecte a capatat o aplicabilitate
aproape universald. Aceastd metodd are urmatoarele avantaje specifice comparativ cu metoda

observatiilor conditionate:
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= programarea calculelor este mult mai usor de realizat;
= evaluarea preciziei este realizatd complet si cu un volum de calcul mult mai redus;
= aplicarea unor verificari de natura statistica este mult mai accesibila.

Din toate aceste motive, in continuare se vor descrie ambele metode mentionate, insa
manualul pledeaza pentru introducerea programelor de prelucrare prin metoda observatiilor
indirecte.

4.1. Ecuatiile corectiilor
Tn acest capitol se va avea in vedere tot un sir de masuratori de forma (2.73) dar care sunt efectuate

intr-o retea geodezica, deci nu asupra unei singure marimi:
m°= |m? m, ...m|. (2.73)
Asemenea masuratori pot fi de aceeasi precizie sau de precizii diferite si se pot referi la un numar
oarecare de marimi, de diferite genuri (unghiuri, directii, distante, diferente de nivel etc.) in functie
de tipul si destinatia retelei geodezice. Pentru simplificarea expunerii, se vor avea in vedere
masuratori independente (care respecta conditiile (2.146)) si de precizii diferite. Formulele care se
vor obtine se pot particulariza, in continuare, pentru mdasurdtori de aceeasi precizie printr-o ecuatie
de forma (2.155), astfel incat matricea ponderilor devine egala cu matricea unitate ( relatia
(2.156)).
Fiecare dintre aceste masuratori poate proveni din prelucrari locale, ca masuratori directe, asa
cum s-a tratat pe larg in 2.7.3, avand un anumit grad de corelatie statistica, de care ar trebui sa se
tind seama in prelucrarea care se se va efectua in retea. O astfel de tratare ar depasi cadrul si
destinatia manualului, motiv pentru care se vor avea in vedere, In continuare, numai observatii
independente.
Valorile teoretice notate m ale masuritorilor, rimén inaccesibile cunoasterii umane, prin diferitele
metode de prelucrare obtindndu-se valori mai mult sau mai putin apropiate de acestea.
Rezultatele prelucrarilor masuratorilor geodezice se numesc curent, marimi compensate si vor fi
notate cu m. In functie de acestea se poate defini vectorul corectiilor aparente obtinute prin
compensare, care va fi notat tot cu v, ca in 2.5.2.2., dar care aici rezulta din compensarea
masuratorilor efectuate in intrega retea geodezica:
v=m-m° 4.1)
Un scop important al prelucrarii masuratorilor constd in determinarea unor parametri:
X = [Xy, Xa, ...y Xd]', (4.2)
in care se cuprind, in primul rdnd, parametrii de pozitionare ai retelei geodezice in sistemul de

coordonate corespondent, dar si alte marimi care intervin in prelucrare.
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O caracteristica importantd a prelucrarilor masuratorilor geodezice este reprezentata de faptul ca
numdrul de masurdtori m°, notat n, care intervine in calcule, este intotdeauna mult mai mare decat
numarul parametrilor X , notat u:
n>>u . 4.3)
Exista posibilitati specifice fiecarui tip de retea geodezica pentru calculul valorilor provizorii ale
parametrilor si care vor fi cuprinse in vectorul notat X*:
X =[x, %, X ] T (4.4)
Intre valorile provizorii ale parametrilor si cele deduse din compensare exista relatia:
X = X* +x, (4.5)
n care X este vectorul cu care se lucreaza efectiv in calculele de compensare.
Prin urmare, in urma prelucrarii se vor determina doua siruri de corectii: pentru masuratori

si respectiv pentru necunoscute:

.
V=|V,V, ...,V ;
[ 1 2 n] (46)

= I

X=X, Xpyeey X, |
Conceptul de baza al metodei observatiilor indirecte constd in exprimarea fiecdrei marimi

m; pentru care s-a efectuat masuratoarea m(i) (cuprinsa in vectorul (2.73)), prin parametrii

continuti de vectorul (4.2). Rezulta astfel un numar de n ecuatii, cu u necunoscute in care
intodeauna se respectd inecuatia (4.3):
my =1 (Xq, Xo, ..., Xu);
my = fo (X1, Xo, ..., Xu);
4.7)
mp =, (X1, Xa, ..., Xu).
4.1.1. Forma liniara a ecuatiilor corectiilor
In general, relatiile (4.7) nu sunt de formi liniard, totalitatea lor constituind asa-zisul model
functional neliniarizat al compensarii masuratorilor geodezice prin metoda masurdatorilor
indirecte. Aceste relatii depind de geometria intrinseca a retelei geodezice considerate, precum si
de natura si tipul masuratorilor geodezice care stau la baza determindrilor
Folosind relatiile (4.1) si (4.5), ecuatiile (4.7) se pot scrie mai dezvoltat sub forma:
m? +v, =f, (Xj + X, X5+ X, oy X, +xu);
ms +v, =f, (XI +Xg, X5 + Xy, oy X, +xu);

(4.8)

m+v, =f (Xj + X, X5+ X, oy, X +xu),

n
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sau, mai concentrat, sub forma matriceala:
m°+v:f(x*+x). (4.9)
Dezvoltand in serie Taylor relatiile de mai sus, doar pana la termenii de ord.1, rezultd urmatorul

sistem de ecuatii specific metodei observatiilor indirecte:

m? +v, =f, (XI,X’;,...,XZ)+ o X, + o X, +...t e X,
oX, ).t lex, ), oX, . (4.10)

u

i=12 ...,n.
Daca se noteaza:

)-m¢=¢,; (4.11)

Bl ) e
X, ), oX, ), X, ),

se obtine din (4.10) modelul functional liniarizat al ecuatiilor corectiilor la metoda observatiilor

indirecte:
vV, =a, X, + b X, +.+u X, +0,
V, =a,X; +0,X, +...+UX, + 0, ;

(4.13)
vV, =a,X, +b X, +...+u X, +/, .
Tn notatie matriceala acest sistem poate fi scris sub forma:
v=Bx+ [, (4.14)
n care:
a, b, u, l,
B - a, b, ... u, . Z.Z | (4.15)
a, b, u, l,

lar vectorii v si X au fost definiti cu relatiile (4.6).

Observatii
» ecuatiile (4.13) se numesc uzual ecuatiile corectiilor. Trebuie atras atentia ca fiecare

ecuatie contine o singura corectie v;
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» coeficientii a;j, bj,..., uj (i =1, ..., n) se numesc coeficientii necunoscutelor, iar marimile
¢, termeni liberi ai ecuatiilor de corectie. in acest sistem, formal, att xig=12,...,u)
catsi  vi(i=1,2,...,n) au rolul de corectii, fiind in acelasi timp si necunoscutele
generale care intervin in intregul complex de prelucrare a masuratorilor (in numar total
de n+u). Pentru a le putea evidentia mai bine, s-au convenit, in decursul timpului,
urmatoarele:
= pentru cele n marimi v;, s-a adoptat denumirea de corectii, deoarece ele sunt atasate

masuratorilor geodezice directe m’, efectuate in retea, fiecare dintre acestea avand

rolul de a anihila un sir intreg de erori elementare aleatoare, care se produc la

efectuarea masuratorii directe corespondente m‘i’ :

= pentru cele u marimi x;j, S-a adoptat notiunea de necunoscute, acestea find atasate

marimilor aproximative X*j cu care se opereazd in modelul functional.

» trebuie accentuat cd numarul ecuatiilor din sistemul (4.13) este egal cu numarul de
masuratori efectuate in retea, iar scrierea acestora depinde de tipul de masuratori avute in
vedere, ceea ce usureaza mult elaborarea programelor pentru calculatoarele electronice;

» calculele de formare a matricei B (care are, in baza notatiilor introduse, n linii si u
coloane) sunt dependente de natura retelei geodezice, de dimensiunile sale, precum si de
modul in care sunt dispuse efectiv masuratorile geodezice in retea. De aceea, aceasta
matrice este denumitd matrice de configuratie (a retelei geodezice). Coeficientii
continuti de matricea B sunt calculabili, in functie de wvalorile provizorii ale
necunoscutelor X*, asa cum s-a notat simbolic in relatiille de definitie (4.12) prin

indicele inferior * la fiecare derivata partiala;
> la réndul lor, valorile aproximative X’J'f (G =1,2,...,n) se pot determina, prin relatii
matematice specifice fiecarui tip de retea geodezica;

» daca inca de la inceput, functiile f;, au o forma liniara, de tipul reprezentat in (4.13) nu

mai este necesara operatia de linializare. Cu toate acestea este indicata introducerea

. . .. * n 9 ..
valorilor provizorii X i pentru ca in calcule sa se opereze cu numere mici.

» referitor la operatiile de Intocmire a sistemului liniar al ecuatiilor de corectie se mai fac

urmatoarele precizari:

90



fiecare masuratoare directa m? , genereaza o ecuatie de corectie. Marimile masurate

direct si afectate de erori miO, intrd doar in calculul termenilor liberi, asa cum se

observa din relatia (4.11). Rezulta ca eroarea termenului liber va fi egald cu eroarea
marimii masurate, deoarece marimile provizorii X* pot fi considerate constante in
situatia examinata;

dacd marimile medii m’, au fost mésurate direct cu aceeasi precizie §i ecuatiile

sistemului liniar de corectie vor fi de aceeasi precizie. In caz contrar va rezulta un
sistem liniar de ecuatii in care fiecare dintre acestea are o anumita pondere, identica
cu cea a masuratorii din care provine ecuatia. Acestea pot fi reduse la sisteme de
aceeasi precizie, dacad fiecare ecuatie se multiplica cu radicalul de ordinul doi din
ponderea marimii masurate, asa cum s-a aratat in partea finala la 2.7.3.2.. si s-a mai
procedat in cadrul unor aplicatii precedente;

conform observatiilor anterioare, rezultd ca ecuatiile de corectii nu pot fi
multiplicate cu constante diferite intrucat se vor modifica ponderile ecuatiilor;
atunci cand coeficientii unei necunoscute, de exemplu a;, sunt mult mai mici sau
mult mai mari decat coeficientii celorlalte necunoscute by, Cj, ..., pentru necunoscuta

corespondenta X, se va introduce preliminar in prelucrare o marime intermediara

X:’L =10kX1, unde puterea k trebuie aleasa convenabil astfel incat sa se realizeze

omogenizarea coeficientilor ecuatiilor (acestia sa aiba aproximativ acelasi ordin de
marime). Pentru a nu se modifica solutiile corecte ale sistemului liniar al ecuatiilor
de corectii initiale, va trebui ca In partea finald a prelucrarii sd se Tmparta

necunoscuta respectiva Xi, obtinuta din compensare, cu constanta 10X,

4.1.2. Posibilitati de estimare a ponderilor ecuatiilor corectiilor

Asa cum s-a mentionat la inceputul acestui capitol, in continuare se vor avea in vedere masuratori

ponderate, cuprinse in vectorul:

p=[ps, P2, ..., prl, (4.16)

sau mai general in matricea P definita prin formula (2.150).

Definitia teoretica a ponderilor este data de relatia (2.149), care cuprinde insa marimi care nu pot fi

determinante practic ( a se vedea 2.7.2.).

In diverse etape ale prelucrarii, se pot determina valori din ce in ce mai exacte ale ponderilor.

Acestea reprezintd componente importante ale modelului stochastic al prelucrarii si pot influenta
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benefic sau negativ desfasurarea acesteia, inclusiv rezultatele finale, in functie de modul in care au
fost calculate. In diverse aplicatii (relatia (3.9), Tabelul 4 s.a.) s-au ficut unele referiri concrete la
determinarea ponderilor.
putin exacte, a caror expunere, in detaliu, nu este neaparat necesara.

4.1.2.1. Estimarea ponderilor in functie de erorile medii de masurare,  calculate in

prelucrari locale: (Ghitau, 1983, pg.385):

* in cazul masurarii directiilor orizontale, in functie de eroarea S| a unei directii

oarecare, rezultatd la compensarea in statie, toate vizele din statia respectiva ar putea
primi aceeasi pondere:

p =—° (4.17)

* (sa)

in care ¢ este o constantd (determinatd, de exemplu, ca o valoare medie aproximativa a tuturor

erorilor (s! ), obtinute in punctele retelei geodezice, notate simbolic R );

» in cazul observatiilor unghiulare zenitale, ponderea ar putea fi exprimata in functie de

varianta empirica a diferentei de nivel (S ) sau in functie de patratul distantei D dintre

Ah

cele doud puncte:
b__c 2)_c
Py’ =1 Py =—. (4.18)
- (SAh ) > D

Ultima relatie are o aplicabilitate mult mai mare.

Uneori s-a folosit Th acest scop eroarea unghiului zenital mediu:

3 c
SI
( ij
» 1n cazul prelucrarii diferentelor de nivel s-a folosit, aproape fard exceptie formula

utilizata deja:

1
Prn=—7, (3.75)
Ah 7 o
Lym fiind lungimea liniei de nivelment exprimati in kilometri. In acest fel abaterea standard
a unitatii de pondere rezultd in mm/,/L, . , atunci cand corectiile v sunt determinate in mm;

» in cazul prelucrari distantelor, ponderea se determina de regula cu formula:
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Py = (4.20)

unde:

Sp=a+b*Dg, , (4.21)

in care a si b sunt constante specifice pentru fiecare aparat. De exemplu, pentru instrumentrul Kern
Mekometer 3000, aceste constante au urmatoarele valori: a = 0,2 mm iar b = 0,1 mm/km. Cititorul
este indrumat sa faca singur legaturile dintre relatiile (4.21) si (3. 9).

4.1.2.2. Estimarea ponderilor in functie de numarul de masuratori. Numarul observatiilor
efectuate asupra unei marimi influenteaza direct precizia de masurare si ca urmare ponderea sa. Ca
urmare, numarul de masuratori poate imparti masuratorile efectuate in grupe de precizii diferite.

4.1.2.3. Estimarea ponderilor in functie de prelucrari preliminare separate. Determinarea
ponderilor poate fi considerata un proces interativ:

» intr-o prima iteratie se realizeaza compensarea retelei geodezice, considerandu-se toate
masuratorile de ponderi egale;

* 1n etapele urmatoare ale compensarii se dispune de estimatori s pentru fiecare dintre
tipurile de masuratori rezultate din prima interatie a compensarii. Se poate face astfel o
partajare a acestora (Wolf, 1968, Ghitiau, 1983 s.a.), prin atribuirea unor coeficienti
globali de pondere, care se pot calcula in functie de tipurile de masuratori care intervin
in reteaua geodezica;

= prelucrarea se repetd, in aceeasi strategie, pind cand valoarea coeficientilor globali de

pondere se stabilizeaza.

4.2 . Ecuatiile normale
Asa cum s-a specificat de mai multe ori In manual, in cazul metodei observatiilor indirecte
numarul n de masurdtori (implicit de ecuatii de corectii) este intodeauna mai mare decat numarul
de necunoscute u care trebuie determinate. In aceste conditii, sistemul de ecuatii (4.13) se poate
rezolva numai prin introducerea unei conditii suplimentare, care de regula are forma specifica
proceselor de optimizare, in care intervine o conditie de minim ( sau de maxim).

4.2.1. Formarea sistemului de ecuatii normale
Pentru realizarea dezideratului mentionat mai inainte, in prelucrarile observatiilor geodezice se
foloseste algoritmul cunoscut sub denumirea Gauss-Markov, care are ca functie obiectiv (functie
scop) una dintre relatiile (2.145), (2.116) sau 2.157), in functie de caracteristicile modelului

stochastic al prelucrarii.
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Daca ne referim la cel mai des folosit model stochastic in prezent, reflectat de conditia (2.116) se
poate scrie mai in detaliu:
[pow]=p,v? +p,vZ+...+p, v’ — minim , (4.22)
sau in raport de sistemul (4.13):
F=[pw]=p,(ax, +bx, +...+ux, +£,) +
+0,(@,%, +byX, +.+U,X, +0,) (4.23)
+p,(a,x, +b X, +...+u X, +£,) — minim.

Minimul functiei (4.23) este realizat atunci cand se respecta conditiile:

F _o. OF _ oF _

—=0;, —=0; ...;, —
0X, OX, OX,

0. (4.24)

Ca exemplificare, vom proceda in detaliu pentru prima conditie de mai sus, din care rezulta:
oF
o 2p,a, (a, %, +b,X, +...+ux, +0,) +
1

+2p,a,(a,%, +h,X, +...+Ux, +4,) + 4.25)

+2p,a,(a,x,+b X, +...+u x, +/, ) =0,
sau tinand seama din nou de sistemul ( 4.13):

oF
o, [pav] (4.26)

Analog, folosind celelalte conditii din (4.24) rezulta:
[pbv]=0; [pcv]=0; ...; [puv]=0. (4.27)
Ansamblul conditiilor (4.26), (4.27) poate fi scris sub urmatoarea forma matriceala:
B'"Pv=0. (4.28)
Daca se folosesc conditiile mentionate mai sus si se imultesc corespunzator ecuatiile sistemului
(4.13) rezulta, dupa insumarile corespondente, urmatorul sistem:
[paalx, +[pab]x, +...+[paulx, +[pa¢]=0;
[pab]x, +[pbb]x, +...+ [pbulx, +[pb¢]=0;

(4.29)

[paulx, + [pbulx, +...+ [puulk, + [pur]=0.

care poartd denumirea de sistem al ecuatiilor normale. Acesta are urmdtoarele caracteristici
principale:
» numarul ecuatiilor este egal cu numarul necunoscutelor;
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= sistemul este simetric fatd de diagonala;
= termenii de pe diagonald sunt patratici ( sunt toti pozitivi).
Sub forma matriceald, sistemul de ecuatii normale se pot scrie astfel:
Nx+ /=0, (4.30)
n care s-au notat:
N=B'PB; ¢("=B'P/. (4.31)
Se demonstreaza ca in cazul retelelor geodezice fara constringeri sau al retelelor geodezice
constrinse
rangB =rangN=r=min (n,u) =u. (4.32)
In asemenea situatii se poate calcula matricea inversd notatd N, care are urmatoarele proprietati
principale:
NTN=NN?*=1 |, (4.33)
unde cu | s-a notat matricea unitate.
Matricea inversa N™ va indeplini un rol important in evaluarea preciziei marimilor rezultate din
prelucrare:

Qux.  Quey Qu,

Qux,  Qu, Qux,

N*=Q, = (4.3

Quxy  Qux, Qu,

Componentele Qy . ai matricei Qxy Se numesc coeficiefi de pondere ai parametrilor X;.
11

In aceste conditii, din sistemele (4.29) respectiv (4.30) se pot calcula parametrii x ai modelului
functional:

=-N'¢". (4.35)
Introducénd valorile calculate ale parametrilor x in ecuatiile (4.13) se pot calcula corectiile V si, in
continuare, valorile probabile ale parametrilor X (cu relatia (4.5)) si ale marimilor compensate m
(curelatia (4.1)) In acest fel se incheie prima etapa a prelucrarii.
Tn cazul refelelor geodezice libere, in care nu se accepta nici un punct geodezic cu coordonate fixe,
conditia (4.32) nu mai este respectata, luand nastere un defect de rang, ce va fi notat cu d:

d=u-r, (4.36)
care este acelasi pentru matricile B si N. Ca urmare, matricea sistemului de ecuatii normale devine
singulara:

det N =0, (4.37)
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adicd nu mai este posibild determinarea matricei inverse clasice N*. Abordarea unei asemenea
problematici depaseste cadrul manualului si poate fi urmarita de cititorul interesat in lucrari mai
dezvoltate (Koch, 1980, 1985, Ghitau, 1983 s.a.).
4.2.2. Indicatii practice privind formarea sistemului
ecuatiilor normale. Controlul calculelor
In cazul in care calculele se efectueazi cu calculatoare neprogramabile, este indicat ca acestea si se
desfasoare ca in Tabelul 10, care contine si controale specifice, astfel incat sa fie evitata orice

gresala de calcule.

Tabelul 10. Formarea ecuatiilor normale.

Nr. Con-
ct. | Pi | & | b U | /i Si piai_ pibi pidi_ | pili pisi | troale
1 P | a1 bi | ... Up /1 S1 pia; | pabr | ... | piUs | p1/1 P1S1 X
2 P2 ado b2 ... U2 ) So p2a2 pzbz ... | P2u2 P2/ 2 P2S2 X
n Po lan | bn |...] Un /n Sn Pran | Pabn | ... | Paln | Pnln PnSh X
) [a] [ [b] | ...[[ul [¢] | [sI/[s] | [pa] | [ph] [pu]l | [pr] | [psli | [psl

Asa cum se observa, in prima parte a Tabelului 10 se formeaza sume notate sumele

s i(1,2, ... ,n), pe fiecare linie a tabelului, in care nu se includ ponderile p;, ci doar coeficientii

ecuatiilor:
S, =a, +b, +...+u, +7,;

S,=a,+b,+...+u,+7/,; (4.38)

s, =a,+b,+...+u, +7,.
Un prim control al calculelor este oferit de insumarea pe verticala a termenilor care intervin in
sistemul (4.38)
[s]=[a] +[b] +...+[u] +[(], (4.39)
rezultat care este identic cu insumarea termenilor din coloana notata s;.
Tn partea a doua a Tabelului 10 se fac produsele dintre ponderile ecuatiilor atat cu coeficientii care
intervin in acestea si apoi cu sumele s; determinate anterior. Se obtine prin urmare, din sistemul (

4.38):
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P:S; =pP,a; + plbl +...+p U+ plfl ;

P,S, =P,a, +P,b, +...+p,u, +p,l,; (4.41)

P.S, =P,a, +p,b, +...+pu, +p,¢, .

Fiecare dintre ecuatiile de mai sus ofera un control pe fiecare linie, care poate fi formulat
astfel: suma produselor dintre ponderea liniei §i coeficientii ecuatiilor corectilor din linia
considerata trebuie sd fie egala cu produsul dintre ponderea respectiva si suma s corespondenta.

Insumand pe verticala termenii care sunt inclusi in (4.40) se obtine:

[ps] = [pa] + [pb] +...+[pu] + [p/]. (4.41)

Formula de mai sus generalizeazd regula de control mentionatda mai sus, existand
posibilitatea ca termenul [ps] sa se formeze in doua moduri:

» se aduna pe orizontala cifrele din partea a 2-a a Tabelului 10 si rezulta [ps]y;

» se aduna pe verticala cifrele din coloana controale, si rezultd [ps],. Evident, controlul

final va fi dat de relatia:
[ps]: = [ps]2. (4.42)

Tabelul 11. Ecuatiile normale. Controlul calculelor

a] b] u] 1] s]
[paa] | [pab] | ... [pau] | [pa’] | [pas] | Control
[pbb] | ... [pbu] | [pb?¢] | [pbs] | Control

[puu] | [pu?] | [pus] | Control
[p?¢ ] |[pls] | Control

Si la formarea propriu-zisa a ecuatiilor normale se poate aplica regula mentionata anterior,
cu adaptarile respective, pentru controlul calculelor pe fiecare linie a Tabelului 11 (pentru fiecare
ecuatie normala).

Deoarece sistemul ecuatiilor normale este simetric fata de diagonala, Tabelul 11 contine
doar coeficientii necunoscutelor situati deasupra acestei diagonale. Din acest motiv pentru prima
linie controlul calculelor decurge firesc, pentru celelalte linii, controlul se executd si prin
considerarea termenilor situati deasupra liniei respective, pe verticala termenului patratic (asa-zisul

control in L). Spre exemplificare, si examinam controlul formarii coeficientilor din ecuatia a doua
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normala. Pentru aceasta sistemul (4.40) este imultit pe verticald corespunzator cu by, by,...,
b, si dupa insumare rezulta:
[pbs] = [pab] + [pbb] +...+ [pbu] + [pb/]. (4.43)
Se confirma astfel, ceea ce s-a mentionat anterior: la insumarea coeficientilor care intervin in linia
a doua a Tabelului 11 se aduna si termenul [pab] situat pe verticala, pentru a se obtine controlul cu
termenul [pbs] din ultima coloana a liniei.
4.2.3. Rezolvarea sistemelor de ecuatii normale
Una dintre problemele care necesita un volum de calcul remarcabil, in cadrul tuturor prelucrarilor
masuratorilor geodezice, este constituitd de rezolvarea sistemelor de ecuatii normale de formele
(4.29) sau (4.30) pentru metoda observatiilor indirecte. Sisteme de ecuatii normale aseméanatoare se
vor obtine si pentru metoda observatiilor conditionate (in capitolul urmator). Acestea sunt sisteme
de ecuatii liniare, in care numarul necunoscutelor este egal cu cel al ecuatiilor.
Se cunosc multe metode de rezolvare a unor asemenea sisteme care s-au dezvoltat pe masura
cresterii dimensiunilor acestora (in cadrul retelelor geodezice nationale ale marilor state ale lumii
rezulta sisteme normale cu zeci sau chiar sute de mii de ecuatii) si a dezvoltarii tehnicii de calcul.
Dintre aceste metode se distinge metoda eliminarilor succesive a lui Gauss, atat din punctul de
calculelor pe parcurs si in finalul acestora. Metoda s-a aplicat si se aplicad si in prezent aproape in
toate situatiile in care rezolvarea sistemului de ecuatii se realizeazd cu mijloace de calcul
neprogramabile. Asa cum o aratd si numele, metoda are ca principiu eliminarea in trepte a
necunoscutelor care intervin in sistemul de ecuatii normale.
Ca exemplificare se prezinta in continuare rezolvarea unui sistem de 3 ecuatii normale, specifice
observatiilor de precizi diferite, avand ca model exemplul din Fotescu (1975, pg. 43):
[paajx, +[pab]x, +[paclx, +[par]=0;
[pablx, +[pbblx, +[pbclx, +[pb¢]=0; (4.44)
[paclx, +[pbelx, +[peclx, +[per]=0.
Metoda de rezolvare consta din reducerea numarului de necunoscute, prin elimindri succesive.
Din prima ecuatie a sistemului (4.44) se elimina necunoscuta X :
_ [l Ipac], [par] (4.45)
[paa] ™ [paa] ° [paa]

si se introduce in celelalte doua ecuatii, rezultand:

1
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{[pbb]—w}xz +{[Dbc]—M}xs +{[DM—M} =0;

[paa] [paal [paa] (.46
g_[pallpacl|  fr o [pacllpac]|  [r 1 [pac[par]| |
(oo PP e (- PR o P o
In continuare se introduc notatiile:
R S R Ty
[pbll]z[pbl]—% ; [pcc.l]:[pcc]—% ; (4.47)

[pac] [par]

[per]= [p%]—w ,

denumite algoritmi Gauss de ordinul 1. Acestia reprezintd noi expresii ale coeficientilor

necunoscutelor, si au o semnificatie relativ simplu de stabilit, prin compararea corespondenta a

sistemelor (4.46) cu (4.47). Prin intermediul acestora, ecuatiile (4.46) se pot scrie mai concentrat:
[pbba]x, + [pbc]x, +[pbrd]=0;
[pbci]x, +[peed]x, +[pcrd]=0. (4.48)

Observatie

Algoritorii Gauss au o regula simpla de formare, pe care cititorul o poate deduce cu usurinta din

relatiile de definitie (4.47). Regula se pastreaza si in continuare, la formarea algoritmilor Gauss de

ordinul 2, care vor interveni in ecuatiile urmatoare, dar si la algoritmii Gauss de ordinul 3, 4, ...

s.a.m.d., in functie de numarul ecuatiilor cuprinse de sisteme de forma (4.44).

Din prima ecuatie a sistemului de mai sus se elimina n continuare necunoscuta X»:

[pbc1]  [pbed]

2= [obba] " [pbbl] * (4.49)

a carei valoare se introduce in a doua ecuatie a sistemului (4.48), rezultand:

{[p cc] - [Pbed [pbed] b‘[::lk[)pl?"1]}x3 + {[p or1]- lPoed pord] bf:lt[i?“]} -0. (4.50)

Utilizind notatiile specifice pentru algoritmii Gauss de ordinul 2 se poate scrie:
[pcc2]=[pecd]- M = [pec]- [pac] [pac] B [bed] [bed]
[pbb1] [paa] [bb1]

[pcr.2]= [pcél]—w ~ [pef]- [pac] [par] [pbei] [pbﬁ_l].

[pbb1] [paa] ~ [pbbi]

In acest mod ecuatia (4.50) se poate scrie mult mai concentrat, sub forma:
[pcc.2] x3 +[pcr.2]=0. (4.52)
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Ca un prim rezultat al rezolvarii sistemului de ecuatii normale avut in vedere se obtine:

[pcr2]
[pcc2]

In continuare, in ordine inversa, cu relatiile (4.49) si (4.45) se deduc necunoscutele x; si x. Toate

(4.53)

3

calculele de eliminare céat si de determinare a necunoscutelor se pot face intr-un tabel numit
schema Gauss, redusa care se prezinta in continuare, in Tabelul 12.
4.2.4. Indicatii practice privind rezolvarea sistemului
de ecuatii normale cu metoda Gauss.
Controlul calculelor
Calculele in schema Gauss redusa se desfasoara astfel:
» se inscriu coeficientii ecuatiilor normale in liniile:
» pentru ecuatia 1 in linia (1);
= pentru ecuatia 2 in linia (3);
= pentru ecuatia 3 in linia (6).

Tabelul 12. Schema Gauss redusa

X1 X2 X3 L S control
1) ) @) (4) () (6)
(1) | [pad] [pab] [pac] [pal] [pas]
pab| [p ac] _[pa] [p as] se face
2 -1 :p aa: :p aa: paa :p aa: control
@ xi=.. | [pbb] [bc] | [pb/] [pbs]
se face
4) [pbb.1] [pbc.1] [pb/ 1] [pbs.1] control
phbc.1] _|pbZ.1] pbs.1] se face
(5) -1 :pbb.l: pbb.1] 0bb.1] control
(6) Xo=... [pcc] [pc/ ] [pcs]
se face
(7 [pce.2] [pc{ 2] [pcs.2] control
_[pcl.2] pcs.2 se face
(8) -1 pec2] | o2 control
X3=...

Verificarea solutiilor:

[(S-L)x]=... : L] =..
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Deoarece sistemul este simetric, este suficient sa fie inscrisi coeficientii de pe diagonald si cei
situati deasupra acesteia;

» se imparte linia (1), cu coeficientul - [paa], obtinandu-se linia (2) si care se regaseste in
prima ecuatie eliminatoare (4.45). Controlul din linia 2 este usor de demonstrat de catre
cititor. Analog decurg controalele din liniile (5) si (8) sau si din alte linii, similare, atunci
cind sistemul de ecuatii normale are dimensiuni mai mari,

» linia (4) care contine algoritmii Gauss de ordinul 1 se obtine astfel:

[pab]

* se ia ca pivot elementul din linia (2), coloana (2), adicd - — si se Tmulteste

[paal

succesiv cu elementele din linia (1), iar la fiecare dintre aceste produse se adauga in
mod corespondent coeficientii din linia (3);
= se face controlul specific pentru linia (4):
[pbb.J+[pbc.1]+[pb ¢ .1] = [pbs.1]. (4.54)
Demonstratia rezulta din dezvoltarea algoritmilor Gauss de ordinul 1, care  intervin in relatia de
mai sus, si ordonarea convenabila a termenilor. Astfel daca se dezvolta termenii din partea stingd ai

relatiei (4.54) rezulta:

_lpab] [pab] o [pab][pac] . [pab] [par]
= e L

=[pbb]+[pbc]+[pw]—%{[pabh[pac]+[pae]}={ [pbs]—[pab]—%{[pas]—[paa]}= (4.55)

b pae]- P2 ] o]~ - P22 ).
ceea ce reprezinta termenul obtinut in coloana S, linia (4) a Tabrlului 12.
Analog se poate demonstra controlul din linia (7) sau din oricare dintre liniile care contin algoritmi
Gauss de ordin superior, atunci cand sistemul de ecuatii este de dimensiuni mai mari;
» pentru deducerea algoritmilor Gauss de ordinul II din linia (7), deci pentru obtinerea
coeficientilor ecuatiei (4.52) se procedeaza analog:

* se vor considera doi pivoti si anume:

[pac]

o elementul din linia (2), coloana (3), adica - +—— si

[paal

[pbe.1].

o elementul din linia (5), coloana (3), adica - ;
[pbb.1]

101



= acesti pivofi se Tnmultesc succesiv cu elementele din liniile de deasupra lor, se
aduna aceste produse rezultate, la care se Insumeaza corespuzitor elementele din
linia (6).
Asa cum s-a specificat mai sus, controlul calculelor din linia (7) este dat de relatia:
[pcc.2] + [pcl.2] = [pcs.2], (4.56)
care poate fi demonstrata analog cu modul in care s-a procedat cu relatia (4.54):
» Linia (8) se deduce din linia (7), prin impartire cu -[pcc.2];
» se deduc necunoscutele si anume:

[pcr2].
[pcc2]’

= din linia (5) se deduce necunoscuta X; , iar din linia (2) se determina necunoscuta X;.

= din linia (8) se deduce X, =—

» Verificarea rezolvarii sistemului de ecuatii normale se poate face in doua moduri:
= se introduc necunoscutele in fiecare ecuatie a sistemului initial (4.44), pe care acestea
trebuie sa le verifice (in limita aproximatiilor de calcul);
= printr-o singura relatie, asa cum este specificat sub Tabelul 12. Pentru demonstrarea
acestui control, se aduna toate ecuatiile sistemului (4.44) si se ordoneaza corespunzator
rezultatul:
{[paa] + [pab] + [pac]}xi+{[pab] + [pbb] + [pbc]}xz +
+{[pac] + [pbc] + [pcc]}xs = -[pa’ ]-[pb £ ]-[pc /]. (4.57)
Daca se au in vedere relatiile de forma (4.43) se poate scrie Th continuare:
{[pas]-[pa ]}x1+{[pbs]-[pb ¢ I}xz*+{[pcs]-[pc £ I}xs = -[pal]-[pb £ ]-[pc /], (4.58)
sau prin utilizarea notatiilor din schema Gauss redusa:
(S1- Lo)xg + (Sz2-L2)x2 + (S3- Lg)xs = -L1 - L2 - La. (4.59)
Utilizand simbolul suma Gauss, relatia de mai sus se poate scrie sub o forma mai concentrata, care
reprezinta in acelasi timp demonstratia cdutata:
[(S-L)x] = - [L]. (4.60)
Aceasta verificare va fi satisfacuta in limita aproximatiilor de calcul - care este reprezentata de
numarul de cifre utilizat, de numarul ecuatiilor si mai ales de conformarea sistemului.
Determinarea unor tolerante in ceea ce priveste controalele specificate in ~ Tabelul 12, este dificil
de realizat. Din acest motiv, 1n practicd, pentru mai multd siguranta, la determinarea solutiilor cu n
cifre exacte, calculele se efectueazd cu  n+2 sau chiar n+3 cifre, in special pentru liniile (2), (5),

(8)...s.a.m.d.
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4.2.5. Calcule de control al rezultatelor prelucririi
Controlul permanent care s-a facut la fiecare etapa trebuie completat cu controlul rezultatelor finale

4.2.5.1. Controlul conditiilor de baza pe care trebuie sa-l1 indeplineasca corectiile v este
reprezentat de respectarea ecuatiilor (4.26) respectiv (4.27):

[pav] = [pbv] =...=[puv] =0. (4.27)

Verificarile de mai sus se pot efectua in tabele de forma Tabelului 10 la care se mai adauga
o coloand care cuprinde corectiile v obtinute prin prelucrare (asa cum se va proceda in
Aplicatia 18).

4.2.5.2. Calculul termenului [pvv]. Deoarece termenul [pvv] este un element principal in
toate formulele prin care se determind parametrii care descriu precizia masuratorilor si a marimilor
rezultate din prelucrare, aceastd suma se calculeaza cu doua relatii, pentru a se asigura controlul
necesar.

» o primad modalitate de calcul este cel direct:

[pw]=p,vZ +p,vZ+...+p, V2, (4.61)
care se poate realiza in acelasi Tabel 10, completat cu o coloana suplimentara, in care se trec
corectiile v, obtinute prin prelucrare;

» o alta relatie de calcul se poate obtine din modelul functional liniarizat al prelucrarii,
reprezentat de ecuatiile (4.13). Se multiplicad fiecare linie a sistmului, corespunzator, cu
P1V1, P2Vo, ..., PnVn $1 se Tnsumeaza rezultatele, dupa care se obtine:
[pvv] = x1[pav] + Xz[pbv] + ...+ xu[puv] + [pv/]. (4.62)
Luénd 1n considerare conditiile (4.61) rezulta imediat:
[pvv] =[pv 7], (4.63)
relatie care poate fi folosita in scopul enuntat.
In mod curent se foloseste o alti relatie, dedusa prin imultirea fiecirei ecuatii a sistemului
(4.13)cu p1l1, p2£2, ...,pnln siinsumarea pe coloane a rezultatelor:
[pv/]=[pal]xs+[pbl]x2+ ... H[pullxy + [p¥ 7], (4.64)
sau impreuna cu (4.63):
[pw] =[pal]xs +[pb/]x2+ ... + [pulxu + [p? /] (4.65)
Acest control acopera un volum important de calcule, deoarece cuprinde atat obtinerea

corectiilor v cat si a parametrilor x.
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4.2.5.3. Controlul global al compensarii, cunoscut si sub denumirea de controlul final al
prelucrarii, este reprezentat de verificarea modelului functional neliniarizat al prelucrarii,
reprezentat de ecuatiile (4.8). Numai dupd ce se realizeaza acest control are sens efectuarea
calculelor de estimare a preciziei, care vor fi expuse Tn continuare.

4.3. Estimarea preciziei
pot caracteriza precizia procesului de masurare dar si a rezultatelor prelucrarii. Unele formule se
pot demonstra cu usurinta, altele insa ar necesita un spatiu mult prea dezvoltat, astfel incat vor fi
prezentate in manual doar rezultatele finale, care au o importanta deosebita in practica curenta.

4.3.1. Abaterea standard (eroarea medie) a unitatii de pondere
Asa cum s-a specificat in cap. 2, acestd marime caracterizeaza in mod global procesul de
mdasurare, reprezentand precizia unei singure masuratori, care ar avea ponderea egald cu unitatea.
In stadiul prelucrarilor locale, cum ar fi exemplu pentru fiecare statie de teodolit, pentru grupe de
masuratori directe, s.a.m.d., a fost dedusa formula (2.101) care nu poate fi folositd pentru scopul
urmdrit aici. In 3.5.2.2., unde s-a tratat estimarea preciziei In cadrul compensdrii mdasurdtorilor
directe, ceea ce reprezinta un stadiu mai evoluat al prelucrarii, relatia corespondenta a fost (3.103),
la care este necesar sd se faca urmatoarele particularitati:

* numarul de masuratori a fost notat,in ambele situatii, cu n;
* numarul de necunoscute a fost, in 3.5.2.2. egal cu 1, fiind reprezentat de marimea

masurata.
O modalitate simpld de rezolvare a problemei care trebuie rezolvata aici, constd din reducerea
situatiei masuratorilor indirecte (in care numarul de necunoscute a fost notat u (si in care se
respectd intotdeauna inegalitatea n >> u)) la cazul masuratorilor directe. Pentru a se ajunge la o
singura marime determinatad indirect se va presupune ca se elimina succesiv u - 1 necunoscute din
sistemul de ecuatii normale (4.29), utilizind cele n ecuatii avute la dispozitie. In acest mod relatia

(3.103) devine:

pwv
S, = .[—0r 4.66
e (4.66)
Tn care:
R=n-(u-1). (4.67)

Din utilizarea ultimelor doua relatii rezulta formula cautata:

5, = || (4.68)



in care termenul [pvv] se calculeaza prin cele doud procedee descrise in 4.2.5.2,

4.3.2.Abaterea standard (eroarea medie) a unei
misuritori oarecare m’

Prin analogie cu rationamentele din 3.5.2.2, se poate utiliza formula (3.104):

(3.104)

in care insd, abaterea standard a unitatii de pondere s, se calculeaza, in aceastad etapa a prelucrarii,
cu formula (4.68).

4.3.3.Abaterea standard (eroarea medie) a unei necunoscute X;
Determinarea acestui gen de estimatori de precizie pentru cazul general examinat Th acest capitol ar
necesita un spatiu editorial mult mai extins decat are la dispozitie acest manual, precum si anumite
dificultati in intelegerea de catre studenti a problematicii abordate.
Din aceste motive se va avea in vedere in continuare din nou sistemul de ecuatii normale utilizat

anterior, cu numai 3 necunoscute:

[paalx +[pably +[paclz +[par]=0;
[pab]x + [pbbly + [pbclz +[pb¢]=0; (4.44)
[paclx +[pbely +[pec +[per]=0,

in care necunoscutele x, y, z care se determind prin compensare se vor adauga la marimile
provizorii X', Y", Z" (presupuse cunoscute):
X=X"+x; Y=Y'+y; Z2=Z"+z, (4.69)
similar ca in relatiile generale (4.5).
Deoarece marimile provizorii X', Y', Z" sunt alese relativ arbitrar si sunt constante in cadrul
procesului de prelucrare, rezulta din aplicarea cunostintelor din 3.2:
SX=Sx; Sy=Sy;, Sz=S5;. (4.70)
Pentru deducerea abaterilor standard (erorilor medii) Sy, Sy, S; sunt necesare unele completari ale
cunostintelor de pana acum.
4.3.3.1. Rezolvarea nedeterminata a sistemului ecuatiilor normale
Sistemul de ecuatii normale (4.70) se poate scrie si sub forma unui sistem de o forma particulara:
[paalx + [pably + [pacz + 1[pa¢]-0 [pb¢]-0 [per]=0;
[pablx + [pbbly + [pbcl — 0 [par]+1 [pbe]-0 [per] =0; (4.71)
[paclx +[pbely + [peclz — 0 [par]-0 [pbe] +1[per]=0,
in care ca termeni liberi ai fiecarei ecuatii sunt comasati toti termenii liberi din sistemul (4.44), cu
coeficienti alesi corespunzator.

105



Ecuatiile matriceale (4.35) se particularizeaza in cazul examinat acum, sub urmatoarea forma:

x =—Q,[par]- Qxy [pbr]- Q,,[per];

y=-Qy[par]- Q,, [pbr]- Q,.[per]; (4.72)

z2=-Q, [pa]- Q, [pb]- Q. [pcs],
in care intervin coeficientii de pondere din matricea inversa corespondentda. Deoarece sistemul de
ecuatii normale initial (4.44) este simetric fata de diagonala, se poate demonstra (Botez, 1961 pg.
218, Wolf, 1968 pg. 59 s.a.) ca exista egalitatile:

Quy = Qux; Q= Qux; Quz=Qyy . (4.73)

Daca presupunem sau acceptam ca in locul termenilor liberi [pal], [pbl] si respectiv [pcl] se

introduc numerele - 1; 0; 0, rezulta din (4.74):

X—=>Qu: Y= Qx; Z— Q. (4.74)
Analog, daca s-ar introduce in locul acelorasi termeni liberi numerele 0; - 1; 0, ar rezulta din (4.74):
X—=>Qx: Y= Qup: 2> Q. (4.75)

In sfarsit, prin inlocuirea termenilor liberi corespondenti cu numerele 0; 0; -1 s-ar obtine din acelasi

sistem (4.74):

X—>Qxw: Y>Qu; 25 Q. (4.76)
Prin urmare, in locul sistemului (4.73) s-ar obtine urmatoarele 3 sisteme de ecuatii normale fictive:

Sistemul 1
[paa] Qux + [pab] Qxy + [Pac] Q. -1=0;
[pab] Qxx + [pbb] Quy + [pbc] Qe =0 (4.77)
[pac] Quc + [pbe] Qo + [Pec] Qe =0
Sistemul 2
[paa] Qxy + [Pab] Qy + [Pac] Qy:  =0;
[pab] Quy + [pbb] Qyy + [pbc] Qy,-1=0; (4.78)
[pac] Qxy + [pbc] Qyy+ [pec] Qy: =0

Sistemul 3

[paa] Qx, + [pab] Qy, + [pac] Qz  =0;

[pab] Qx; + [pbb] Qy + [pbc] Qzz =0 (4.79)

[pac] Qx. + [pbc] Qyz + [pcc] Qz-1=0;
Din rezolvarea acestor sisteme se obfin coeficientii de pondere, care reprezintd in cazul de fata
necunoscutele cautate. Astfel, aplicand algoritmul de rezolvare prin metoda eliminarilor succesive
a lui Gauss, descris in 4.2.3., pentru sistemul de ecuatii normale (4.79), rezulta urmatorul sistem

redus algoritmic:
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[paa] Qx; + [pab] Qyz + [pac] Q=0 ;
[pbb.1] Qy + [pbc.1] Qzz =0 ; (4.80)
[pcc.2] Q. =1,

din care rezulta imediat:

Qz=1/[pcc.2]. (4.81)

Prin calcul invers se calculeaza din sistemul (4.80):
Qyz = - Qz [pbc.1] / [pbb.1] ; (4.82)
Qxz = - Qyz [pab] / [paa] - Qz [pac] / [paa] . (4.83)

Pentru calculul celorlalti coeficienti de pondere inclusi in matrice Qyx Se vor utiliza Tn continuare,

primele doud ecuatii ale sistemului (4.78). Utilizand si algoritmii Gauss de ordinul doi se poate
scrie:

[paa] Q,, +[pab] Q,, +[pac]Q,, =0;

[pbb1] Q,, +[pbcl] Q,, =1.

Din ultima ecuatie a sistemului (4.84) se poate calcula Qyy deoarece coeficientul de pondere Qy; a

(4.84)

fost determinat deja cu relatia (4.82).

Coeficientul de pondere Qxy se poate calcula din prima relatie a sistemului (4.84) in functie de
ceilalti coeficienti Qyy s1 Qy, determinati anterior.

Ultimul coeficient de pondere necunoscut Qyx se poate calcula din prima ecuatie a sistemului (4.77)
in raport de coeficientii de pondere Qyy si Q; care sunt cunoscuti.

Acum se poate constata cd denumirea de rezolvarea nedeterminata a sistemului ecuatiilor normale
deriva din modalitatea de exprimare a necunoscutelor X :

» acestia depind in primul rand de coeficientii de pondere din matricea Qxx, , Care la
randul lor sunt direct dependenti de natura si forma concreta a retelei geodezice;

» necunoscutele x, y, z frpind prin sistemul (4.72) si de termenii liberi ai sistemului
ecuatiilor normale ( [pa /], [pb /] si [pc /] in cazul examinat). Acestia din urma aduc
in procesul de compensare influenta erorilor din procesul de masurare, asa cum s-a mai
specificat si se va clarifica numeric in continuare. Cu alte cuvinte, pentru o retea
geodezica datda prin forma sa precum si prin dispunerea masuratorilor, valoarea
necunoscutelor X, y, z si deci a rezultatelor definitive obtinute prin prelucrare, depinde
de calitatea masuratorilor, care este inclusa in termenii liberi. Desigur de acest
parametru depinde si precizia necunoscutelor. Orice modificare in termenii liberi /

conduce la modificarea solutiilor x pentru necunoscute.
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Pentru calculul practic al coeficientilor de pondere se prefera, din punctul de vedere al comoditatii
de calcul, utilizarea unor coloane adaugate la sistemul de ecuatii normale de urmatoarea forma

(pentru exemplul din 4.3.3.):

-1 0 0
0 -1 0 . (4.85)
0 0 -1

Coeficientii de pondere Qxx , Q yy 5i Q 2 se obtin din rezolvarea sistemelor de ecuatii normale
(4.77) — (4.79), in care acestia Tndeplinesc rolul de necunoscute, iar termenii liberi fictivi sunt
continuti in (4.85). Deducerea practica a acestor coeficienti se va explica In amanunt la lucrarile
practice si poate fi urmarita si in exemplul numeric din Aplicatia 18.
4.3.3.2. Exprimarea necunoscutelor in raport de termenii liberi absoluti { si de coeficientii
de pondere Q. Pentru determinarea abterilor standard (erorilor medii) ale necunoscutelor X, vy, z
este necesara exprimarea acestora in raport direct de termenii liberi, care intervin in ecuatiile
originare de corectii (4.13). Asa cum s-a mai mentionat, motivatia consta in faptul cd in termenii
liberi intervin masuratorile m® (relatia (4.11)), astfel incét erorile de masurare se transmit prin
termenii liberi Tn Tntregul proces de compensare.
Prin urmare se cauta expresii analoge cu (4.72) de forma:
X=-(ag l1top lot...tanly)=-[al];
y=-Bula+Palot...+Bnln)=-[Bl]; (4.86)
Z=-(y2 01 +y2lot...+ynly) =-[y’].
Prin simpla comparare a sistemelor (4.72) si respectiv (4.86) se poate scrie pentru prima serie de

coeficienti:

o = plalex + pllexy + pllexz ;
o2 = P2a2Qxx + P202Qxy + P2C2Qxz ; (4.87)

On = pnaanx + pnanxy + pnCanz .

Desigur pentru ceilalti coeficienti (Bj, vi; 1=1, 2, ..., n) se pot scrie relatii similare.
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g . e o g o L < L
Daca ecuatiile (4.87) se multiplicd corespunzator cu — si se Tnsumeaza pe verticala se

obtine:
2] a0, s balQ,, +ale.
Prin asemanare cu sistemul (4.77) rezulta:
[aa] = [paa] Qxx + [pab] Qxy + [pac] Qx. =1
[ba] = [pab] Qu + [pbb] Qxy + [pbc] Qxz =0 ;
[ca] = [pac] Qux + [pbc] Qxy + [pcc] Qx. = 0.

Din relatiile de mai sus se obtine:

[aa] =1; [ba]=0; [ca]=0,

s}
P

Analog se poate demonstra (Wolf, 1968, pg. 60):

{“—B} - Qy; {ﬂ} = Q;

p p

Bhes o
p p

1}o-
P

astfel Tncat:

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.90)

(4.92)

4.3.3.3. Calculul abaterilor standard (erorilor medii) ale erorilor necunoscutelor

(parametrilor). Revenind la relatiile (4.70), (4.91), (4.92) si respectiv (4.88) se pot aplica

principiile dezvoltate in 3.2, rezultand:

2o2 2a2 2o2

S y m

Utilizand relatia (3.10) se obtine in continuare:

Sx:SO OLTPOC:|:SOVQXX;
S, =S B_Fﬂ so,/ny ;
Sz:SO %:|_SO\/Q_ZZ'

S, =4/las o fi sy =B s o] S, =4lyS o]

(4.93)

(4.94)



Abaterea standard (eroarea medie) a unitatii de pondere sg se determina cu relatia (4.68), iar despre
determinarea coeficientilor de pondere Qxy , Qyy , Q; S-a tratat pe larg in cele de mai sus.

4.3.4. Estimatori de precizie suplimentari in cazul retelelor planimetrice
n cazul retelelor planimetrice, fiecare punct geodezic este reprezentat prin doud coordonate de
pozitie X, y,. In acest caz matricea (4.34) are un aspect particular.

Se va presupune ca s-au eliminat in prealabil acele necunoscute care nu au legatura directa
cu pozitia punctelor geodezice (cum ar fi: necunoscutele de orientare a statiilor de teodolit,
necunoscutele de scara la masurarea distantelor s.a.m.d.).

Daca se considera ca in refeaua geodezica exista u puncte noi, matricea coeficientiilor de pondere,

in ipoteza enuntata mai sus, are urmatoarea forma:

dx; | dy: | dxp | dy» o | OXg | dyr | ... | dXy | dyy

Qxlxl QXlYl Qxlxz QXle o QxlxR QXlYR o Qxlxu Qxlyu
Qxlyl leyl Qlez QYle o QleR QV1YR o Qleu leyu

QxlxR leXR QXZXR QyZXR QXRXR

QXRyR QXRXu QXRyu
QXlYR QYlYR QXZYR QVzYR o QXRyR QVRYR o Q

YrXy QyRyu

Qxlxu lexu szxu QYZXu o QXRXU QyRXu o quxu quyu
Qxlyu leyu me Qyzyu Qnyu QyRyu quyu Qyuyu_

(4.95)
Utilizand coeficientii de pondere confinuti de matricea (4.720 se pot calcula anumifi parametri de
precizie caracteristici pentru retelele planimetrice. Demonstratiile se pot urmari in lucrari mai
extinse (Wolf, 1968, Pelzer, 1980 s.a.).
4.3.4.1. Eroarea medie Helmert. Pentru oricare punct R din retea se pot determina erorile

individuale pe axele de coordonate cu relatia (4.96):

Sy, =S04/Qunt S, =S04/Q,, - (4.96)

Helmert a introdus notiunea de eroare totala pentru pozitia punctului considerat:

S, =,/S. +S. =50\/QXRXR +Q,, . (4.97)
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4.3.4.2. Un estimator global de precizie, pentru intreaga retea avuta in vedere, ar putea fi:

S_t :SO\/(QX]_X]_ +Qy1y1 +...+QXuXu +Qyuyu j / 2U y (498)

care evident se poate scrie mai prescurtat:

s, =s,+/(urma N*)/ 2u. (4.99)

Acest estimator de precizie globald a fost denumit in limba romina eroarea medie Helmert
generalizata (Ghitau, 1983) si ar putea fi avut in vedere la stabilirea tolerantelor pentru pozitia in
plan a unei retele geodezice.

4.3.4.3. Elipsa erorilor, care se poate forma in fiecare punct nou R dupa compensare.
Aceasta noud notiune generalizeaza notiunea de interval de incredere (a se vedea 2.9) din spatiul
cu o dimensiune la cea de domeniu de Tncredere, valabila pentru spatiul cu doud dimensiuni.
Determinarea parametrilor care determind elipsa erorilor ar necesita un spatiu si cunostinte in
domeniu ceva mai dezvoltate, si de aceea cititorul interesat este indrumat sa consulte bibliografia
citatd de mai multe ori 1n acest capitol.
Deoarece rezultatele finale sunt deosebit de importante pentru prelucrarea masuratorilor geodezice
efectuate in retelele planimetrice, acestea se vor prezenta in continuare, farda demonstratiile
necesare.

= semiaxele elipsei erorilor se calculeaza cu urmatoarele relatii:

ag =Soy A Dbr =SeWA,, (4.100)
unde:
Qxexp TQyryr 1 ff )
__"R"R RYR
by = 5 +> JQxexg ~Quayg f +4Qxayg - (4101)

Coeficientii de producere Q , Q si respectiv Q din formula (4.101) se extrag din
*RXR ' “YRYR *RYR

matricea N = Q,« (4.95).
® QOrientarea axel mari a elipsei erorilor, in raport de axa x (indreptata spre directia nord)

se determina cu relatia:

ZQXy
Qux — ny .

Imaginea elipsei erorilor este prezentata in Fig.4.1, din care se observa ca aceasta este inscrisa intr-

0 = %arctg (4.104)

un dreptunghi cu laturile 2 sy si respectiv 2 sy.
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Fig. 12. Elipsa erorilor

Aplicatia 14

Se considerd o linie de nivelment de ordinul III, din figura alaturata, intre punctele A si B. Au fost

proiectate punctele de ordinul IV : 1, 2, 3 si 4, care formeaza un poligon de nivelment.

Se cunosc :

= cotele punctelor vechi A si B ;

diferentele de nivel masurate in reteaua de nivelment;

distantele dintre reperii de nivelment (exprimate in kilometri)

Se cere

prelucrarea riguroasd a masuratorilor efectuate in reteaua de nivelment prin metoda

observatiilor indirecte.
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A

184,7350

Fig. 13 Schita retelei de nivelment

B __
215,8450

Rezolvare
Tabelul 13 Cotele reperilor de nivelment
Reperul Cote vechi H | Necunoscute Cote dupa Abaterile standard

de Cote ) Xj compensare ale cotelor s,

nivelment | provizorii H [mm] [m] [mm] '
[m]

0 1 2 3 4

A 184.7350 - 184.7350 -

B 215.8450 - 215.8450 -

1 192.9670 1.5 192.9685 1.8

2 199.0900 1.4 199.0914 2.2

3 188.3570 1.2 188.3582 1.9

4 170.7240 -0.4 170.7236 2.2
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Indicatii practice

= modalitatea de determinare a cotelor provizorii H* este arbitrara. Se va alege calea

cea mai simpla (evident, cu o verificare corespunzatoare);

= coloanele (2), (3) si (4) se completeaza dupa verificarea compensarii;

= valorile obtinute pentru necunoscutele x; se rotunjesc la 0,1 mm.

Ponderile din tabelul de mai sus se determina cu relatia (3.75).

Tabelul 14. Ponderile masurdtorilor

Linia de

nivelment Ponderea
=J| Pij
A-1 0.07
1-2 0.08
3-2 0.10
4-3 0.07
4-1 0.11
3-B 0.06

Tabelul 15. Diferentele de nivel

Diferenta de Diferenta de Abaterea standard
Linia de nivel masurata Corectia | nivel compensata a diferentei de
nivelment Ah° Vi Ah? nivel
ij j ij S
Ahifj?
[m] [mm] [m] [mm]
0 1 2 3 4
A-1 8.2320 1.5 8.2335 2.2
1-2 6.1230 -0.1 6.1229 2.0
3-2 10.7330 0.1 10.7331 1.8
4-3 17.6330 1.7 17.6347 2.2
4-1 22.2460 -1.1 22.2449 1.7
3-B 27.4850 1.8 27.4869 2.4
Abaterea standard a unitatii de pondere so = 0.6 mm

= coloanele (2), (3), (4) se vor completa dupa verificarea compensarii;

= 1in ceea ce priveste formarea ecuatiilor corectiilor in lucrarile de nivelment geometric se

disting urmatoarele doua situatii:

» intre un reper nou si un alt reper nou ( cazul general). De exemplu intre reperii de

nivelment 1 si 2:

% 0 _ * .
Hi + X, +Ah, + v, =H, +X,;

Vi, =X, —
€12 :(Hz

Xp+ 4,5 Pras
_HI)_Ahfz;
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» intre un reper vechi si un reper nou ( caz particular). De exemplu intre reperii de
nivelment A si 1:
H,+AhS, +V,, =H +X,;
Var =X+l Pars
Cp = (HI - HA)_AhOAl -

(4.104)

> Intre doi reperi vechi de nivelment nu are sens si se efectueze o masuritoare de
nivelment, deoarece acesti reperi de nivelment isi pastreza cotele nemodificate dupa
compensare (se respecta principiul ierarhic de realizare a retelelor geodezice de
sprijin, asa cum se va trata mai detaliat la cursul de Geodezie). In consecinti, intre
doi reperi de nivelment vechi nu vor exista ecuatii de corectii.
Desi ecuatiile corectiilor pot fi scrise in oricare din cele doua sensuri ale diferentei de nivel,
pentru a se evita posibile erori se recomanda totusi scrierea lor in mod unitar, de exemplu in sensul
porzitiv al cresterii diferentei de nivel, agsa cum se va proceda in continuare.

Tabelul 16 Ecuayiile corectiilor

Linii de Ponderi Necunoscute x; [mm] Termeni Corectii
nivelment Pij 1 2 3 4 liberi /5 | Sume Vij
a; b; Cj d;
i =] X1 = Xo = X3 = X4 = [mm] [mm]
1.51 1.36 1.24 | -0.43
0 1 2 3 4 5 6 7 8
A-1 0.07 +1 0.0 1.0 15
1-2 0.08 -1 +1 0.0 0.0 -01
3-2 0.10 +1 -1 0.0 0.0 0.1
4-3 0.07 +1 -1 0.0 0.0 1.7
4-1 0.11 +1 -1 -3.0 -3.0 -1.1
3-B 0.06 -1 +3.0 +2.0 1.8
Sume +1 +2 -1 -2 0.0 0.0\0.0

[pvv]1 = 0,67 ; [pvv]. =0.67

Controlul compensarii

[pav] = 0,00
[pbv] = 0,00
[pcv] = 0,00
[pdv] = 0,00
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Note
valorile numerice pentru X; cu care se determina corectiile vjj se preiau din  Tabelul 18

(rezolvarea ecuatiilor normale);

= controlul compensarii se realizeaza dupa calculul corectiilor v.
Tabelul 17 Ecuatiile normale

a] b] c] d] /] s] Control

[ 0.26 -0.08 0.00 -0.11 -0.33 -0.26 -0.26

0.18 -0.10 0.00 0.00 0.00 0.00

0.23 -0.07 -0.18 -0.12 -0.12

0.18 0.33 0.33 0.33

Abaterea standard a unitatii de pondere

So :,/w =0,6 mm.
2

Verificarea globala a compensarii
A—>1 0,00 mm
1—->2 0,00mm
3—>2 0,00mm
4—3 0,00mm
4—1 0,00 mm
3—B 0,00mm
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Tabelul 18 Rezolvarea ecuatiilor normale. Calculul coeficientilor de pondere

X1 X2 X3 X4 L Q. Qux, Q. Q. S Control
0,26 -0,08 0,00 -0,11 -0,33 -1 0 0 0 -1,26
-1 +0,30769 0,00000 +0,42308 | +1,26923 | +3,84615 0 0 0 +4,84615 | 4,84615
X1=1,50600 0,18 -0,10 0,00 0,00 0 -1 0 0 -1,00
0,1554 -0,1000 -0,0338 -0,1015 | -0,30769 -1 0 0 -1,3877 -1,3877
-1 +0,64356 +0,21760 | +0,65347 | +1,98020 | +6,43564 0 0 +8,9370 +8,9370
X>=1,36009 0,23 -0,07 -0,18 0 0 -1 0 -1,12
0,1656 -0,0918 -0,2453 | -0,1980 | -0,6436 -1 0 -2,0131 -2,0131
-1 +0,55435 | +1,48128 | +1,19565 | +3,88647 | +6,03865 0 +12,15640 | +12,15640
X3=1,24318 0,18 0,33 0 0 0 -1 -0,67
0,0752 0,0323 -0,5998 | -0,5743 | -0,5543 -1 -2,6209 -2,6209
-1 -0,42952 | +7,97610 | +7,63696 | +7,37101 | +13,29787 | +34,85239 | +34,85238
X4=-0,42952 Qxx 9,47 13,32 10,12 13,30
[(S-L-Q)x]=+0,1800 o 3,07 3,65 3,18 3,65

_[L] = +0,1800
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Capitolul 5
Prelucrarea masuratorilor conditionate

Comparativ cu prelucrarea masuratorilor geodezice prin metoda observatiilor indirecte, metoda
observatiilor conditionate a cunoscut o aplicabilitate mai restransa in ultimele decenii. Cauza este
generata in mod deosebit de faptul ca metoda observatiilor indirecte se preteaza mult mai comod la
programarea pe calculatoare electronice. Programarea calculelor pentru metoda observatiilor
conditionate nu se poate practic generaliza, de cele mai multe ori fiind necesard cunosterea
amanuntita a geometriei retelei, la care trebuie aplicat un anumit program de calcul, care difera
semnificativ de la o situatie la alta.
Desigur, deoarece ambele metode sunt riguroase, pentru o anumitd retea geodezicd datd, prin
geometria sa si prin masuratorile geodezice efectuate, se obtin aceleasi rezultate prin aplicarea
ambelor metode avute In vedere. Volumul de calcule este insa diferit, prin metoda observatiilor
mari in ceea ce priveste estimarea preciziei parametrilor care intervin in prelucrare.
Studierea prelucrarii masuratorilor geodezice prin metoda observatiilor conditionate este totusi
justificata prin faptul ca in anumite situatii, este adevarat restrdnse ca numar, aceastd metoda ofera
solutii mai rapide, cu un volum de calcule mai mic, in comparatie cu metoda observatiilor indirecte
(asa cum se va putea observa, de exemplu, din compararea Aplicatiilor 18 si 19).
Un impediment important in aplicarea metodei observatiilor conditionate  constd in stabilirea cu
exactitate a ecuatiilor de conditie pe care trebuie si le satisfaca
masuratorile efectuate in reteaua geodezicd. Numdarul fotal al acestor ecuatii se va stabili cu o
formula simpla (5.29), care se va deduce in 5.4.1. Scrierea efectiva a ecuatiilor de conditie,
necesare §i suficiente, reprezintd insa o problema mult mai dificila, in special in cazul retelelor
planimetrice extinse, 1n care pot interveni masuratori unghiulare si de distante, efectuate dupa reguli
care diferd de la o retea geodezica la alta.
Din acest punct de vedere pot interveni urmatoarele neajunsuri:
= 1n cazul in care se omit unele ecuatii de conditie, rezultatele finale ale compensarii vor fi
inexacte, deoarece acestea nu vor verifica conditiile omise, rezultand astfel o retea
geodezica incomplet geometrizata;
» atunci cand se scrie, din neatentie, o ecuatie de conditie care reprezinta consecinta altor
ecuatii deja scrise (cum ar fi, de exemplu, suma sau diferenfa acestora s.a.m.d), va
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rezulta o nedeterminare la rezolvarea sistemului de ecuatii normale corespondent (5.18)
sau (5.19). Determinantul acestuia devine nul, astfel incat sistemul de ecuatii respectiv

nu poate fi rezolvat.
Asemenea dificultati nu intervin la metoda observatiilor indirecte, unde fiecarei masuratori
ii corespunde o ecuatie de corectie de forma (4.10). Programatorul nu trebuie sa vada geometria
retelei geodezice ci s cunoascd numarul si genul de masuratori geodezice efectuate, coordonatele
punctelor vechi (considerate ca fixe) precum si coordonatele provizorii ale punctelor noi. Multe
programe de calcul performante realizeaza si determinarea coordonatelor provizorii, calculul unor

corectii preliminarii care se aduc masuratorilor Tnainte de inceperea prelucrarii etc.

5.1. Ecuatiile de conditie

Se considera acelasi sir de masuratori ca in celelalte capitole ale manualului:
m°=[mf,m2,...,m2]T, (2.73)
efectuate intr-o refea geodezicda, asemanator ca in 4.1.
In functie de geometria retelei geodezice si de tipul masuratorilor geodezice efectuate,
marimile compensate ale acestora trebuie sa satisfaca un numar strict necesar si suficient de ecuatii
de conditie, care va fi notat Tn continuare cu r :

®,(m,m,,...m a,) =0;

®,(m,m,,....m_ a,)=0; (5.1)

®, (m,m,,....m,a,)=0,
Constantele a;, ap, ..., ar sunt arbitrare si depind numai de geometria retelei geodezice
considerate.
La fel ca la metoda observatiilor indirecte, marimile compensate se obtin din masuratorile
efectuate m° prin adaugarea corecyiilor aparente v, care se vor deduce prin compensare:
m’+v=m. 4.1)

Din ultimele doua relatii rezulta:

d)l(mf +v,md +v,,...m° +vn,a1) =0;
CDZ(mf +V,md +Vv,,...,m¢ +vn,a2)=0, (5.2)
@, (mf +V, M) +V,,...,md +vn,ar):0 :
sau sub forma matriceala :
@(m° +v)=0. (5.3)



Cele doua sisteme de ecuatii de mai sus reprezinta modelul functional sub forma neliniara la

prelucrarea masuratorilor geodezice prin metoda observatiilor conditionate.

Prin dezvoltarea in serie Taylor a relatiilor din sistemul (5.2) si renuntarea la termenii de
ord. 2 si superiori, rezulta:

d)l(mf,mg,...,mﬂ,a1)+ vl(aq)lj +...+vn(a®l) -0:
0 0

aml 8mn
oufmims,.mba)e v 222 + v [292) 2o,
om, Jy om, ), (5.4)
‘Dr(mf,mg,...,mﬂ,ar)+ v, 09, oV, 0 | _g.
om, o om, .
Daca se noteaza:
6(I)l ' aq)l . 8CD1
al_ ’ (xzz 3 ey (X,n: ;
om, ), om, ) om, ),
Blz 8 2 ’ BZ_ 2 , cee Bn = 2 ;
m, J, om, ) om, ) (5.5)
8(Dr OQJr aq)r
rl = X r2 = , : rn — :
om, ) om, ) om, ),
precum §i:
q)l(mlc.)'mg""lmgyal):wl ,
q)Z(m]c_)’mg!"'vmg’az):COz , (56)
o, (meme,...mS.a,)= o,
se obtine din (5.4) urmatorul sistem de ecuatii liniare de conditie:.
oV, +0,V, .oV, o, =0
Bivy +BoV, +. 4BV, 0, =0 (5.7)

LV, +LV,+...+r1,v,+o, =0,

cunoscut si sub denumirea de: forma liniara a modelului functional la metoda observatiilor
conditionate.
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Observatii
1. Termenii liberi @ determinati cu relatiile (5.6) exprima neindeplinirea ecuatiilor de
conditie de catre masuritorile efectuate si de aceea se numesc curent si neinchideri.
2. In orice retea geodezica este satisfacuta inegalitatea:
r<n, (5.8)
ceea ce se poate enunta, in general: in orice refea geodezica numarul ecuatiilor de conditie este mai
mic decdt numarul de masuratori efectuate.

Introducand notatiile:

a, o, a,
N 58
Lo, r
v =, v, - v.J; (4.6)
o =lo, o, - o], (5.10)

modelul functional (5.7) se poate scrie sub urmatoarea forma matriceala:
Av+o=0. (5.11)
Deoarece r < n, sistemele (5.7) sau (5.11) nu sunt rezolvabile fara o conditie suplimentara.
In acest scop se poate folosi, in functie de necesitati, una dintre conditiile (2.145), (2.116) sau
(2.157), care reprezinta, fiecare separat, o componenta principala a modelului stochastic adoptat
pentru organizarea prelucrarii masuratorilor geodezice (2.7. 3.).
Observatie
La fel ca in capitolul precedent, si in acest capitol ipoteza principald sub care se va desfasura
prelucrarea masuratorilor geodezice prin metoda observatiilor conditionale este reprezentat de
considerarea acestora ca marimi independente statistic, insa de precizii diferite. Masuratorile sunt
caracterizate, prin urmare, de aceeasi matrice a ponderilor (2.150) sau de acelasi vector ca in (4.16):
p=[pr p2 ... pal". (4.16)
5.2. Ecuatiile normale ale multiplicatorilor Gauss - Lagrange
In ipoteza anterior mentionata, conditia de minim care dirijeaza desfisurarea prelucrarii este
reprezentatd, In practic toate prelucrdrile masuratorilor geodezice efectuate in prezent, de relatia
(2.116), scrisa dezvoltat sub forma (4.22). Cei doi matematicieni renumiti, amintiti mai sus, Gauss

si, independent de acesta, Lagrange au emis aproape simultan conceptele de baza ale teoriei
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erorilor §i metodei celor mai mici patrate. Ei au completat condifia de minim (2.116) in felul

urmator:
2 2 2
F=p,v; +p,Vv,+...+p,V;, —
-2K, (0, V, +a,V, +.. 4V, ) -

-2k, BV, +B,V, +... 4BV, +0,)- (5.12)

2K (1, v, + LV, ...+ [V, +0,)— minim.
Avand in vedere ecuatiile (5.7), se observa cu usurinta ca functiile (2.116) si respectiv (5.12)

accepta acelasi minim. Acesta are loc atunci cand derivatele de ordinul 1 ale functiilor avute Tn

vedere, in raport de variabilele care le contin, se anuleaza:

OoF
v, :2(p1V1_ o,k — Blkz_"'_rlkr):O;
oF
=2(p,v, —a,k, =Bk, —...—1,k,) =0;
av, (pz 2 — 0Ky =Bk, 2 r) (5.13)
oF
sz(pnvn_ankl_BnkZ_"'_rnkr):O'

n

Din formulele de mai sus rezultd cunoscutele ecuatii ale corelatelor Sau ale
multiplicatorilor Gauss - Lagrange:

v, :i(ohk1 +B.K, +... 41K, );
1
v, =i(oczkl +B,k, +...+10,K,);
P, (5.14)

v, =i(ocnkl+[3nk2 +...+1kK,).

n

Avand in vedere forma particulara a matricei (2.116) se poate scrie:

1
Py
1
Qe =P 7= 0, - (5.15)
1
L Pa
Daca se noteaza vectorul multiplicatorilor Gauss - Lagrange cu:
k=[k, k, - k], (5.16)
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ecuatiile (5.14) pot fi scrise sub forma matriceald in felul urmator:
v=Q , A'k. (5.17)

Utilizand ecuatiile (5.7) si (5.14) se obtine urmatorul sistem de ecuatii normale ale
multiplicatorilor Gauss - Lagrange:

%} klj{a—ﬂ k, +...+{a—r} K, +o, =0;
P p P

O‘_B} li{%} k2+...+{ﬁ} kK, +®,=0;

P P P (5.18)

on_r} k1+{m} K, +...+ {ﬂ} kK, +®, =0.
L P Y p

Sistemul (5.18) se poate scrie sub forma matriceald prin utilizarea relatiilor (5.17) si

respectiv (5.11):
AQ , ATk+w=0. (5.19)
Daca se noteaza:
N,=AQ , AT, (5.20)

sistemul (5.19) se poate scrie mai concentrat:
Nkk+®=0. (5.21)

Sistemele de ecuatii (5.18), respectiv (5.21) sunt denumite sistemele ecuatiilor normale ale
corelatelor sau ale multiplicatorilor Gauss - Lagrange. Acestea au cele trei proprietati mentionate
in 4.2.1, ca orice sistem de ecuatii normale.

Rezolvarea sistemelor avute in vedere se realizeaza similar cum s-a procedat in 4.2.3., din
care rezulta marimile auxiliare K, denumite corelate sau multiplicatori Gauss - Lagrange.

Controlul pe parcurs al rezolvarii ecuatiilor normale, precum si controlul final al rezolvarii,
se realizeaza similar cum s-a procedat in 4.2.4., si cum se va exemplifica in Aplicatia 19 .

5.3. Calculul méarimilor compensate. Controale specifice

metodei observatiilor conditionate

Dupa rezolvarea sistemelor de ecuatii normale (5.18) sau (5.21) se pot calcula corectiile v
din sistemul (5.14) si apoi valorile compensate ale masuratorilor m din (4.1), ceea ce reprezinta
incheierea primei parti a prelucrarii.

» Un control specific metodei observatiilor conditionate se obtine in modul urmator:
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= ecuatiile sistemului (5.14) sunt multiplicate, pe rand, in mod corespunzator in ambii
membri, cu factorii: p1vi; P2Va; ...; pnVn sl apoi rezultatele se adund pe verticala,
astfel Incat rezulta:
[pvv] = [av] k1 + [BV] ko + ... + [rv] ki ; (5.22)
» daca se au in vedere ecuatiile de conditie (5.6), aduse la forma liniara (5.7), se obtine
n continuare:
[pvw] =- (01 ki +o2ko + ... + o k), (5.23)

sau mai concentrat, prin utilizarea generala a simbolului suma Gauss:

[pw] =-[kw]. (5.23)
Formula de mai sus reprezinta un control specific pentru metoda observatiilor conditionate,
prin care se acopera o mare parte a calculelor.
Desigur termenul [pvv] se poate obtine si prin calcul direct, inlocuind termenii componenti
in suma avuta in vedere.
» Un alt control specific metodei observatiilor conditionate consta in verificarea tuturor
ecuatiilor liniare de conditie (5.7):

[OW]: -0,

[BV]:'(Dz ;

(5.24)
[v]=-o,;
» Controlul final al prelucrarii consta in verificarea ecuatiilor neliniare de conditie (5.1) de
catre marimile compensate m.

5.4. Estimarea preciziei la metoda observatiilor conditionate

5.4.1. Abaterea standard a unitatii de pondere

Pentru calculul acestui estimator de precizie globald, sunt necesare unele operatiuni
pregatitoare, care sa reduca rezolvarea actualei probleme la o situatie cunoscuta din cap. 4.

Deoarece sistemul de ecuatii de conditie (5.7) este constituit dintr-un numar r de ecuatii,
care este intotdeauna mai mic decat numarul n de corectii vV (conditia (5.8)), se apeleazd la un
artificiu de calcul, cunoscut sub denumirea de transformarea masuratorilor conditionate in
mdsurdtori indirecte (Botez, 1961, pg. 264). In acest scop se exprima primele r corectii v din

sistemul (5.6), in raport de celelalte corectii vis1 , V42, ..., Vi
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v,=Av,, +Byv,, +...+Nyv, +L, ;

r+1

V,=A,v,,+B,v ., +...+N,v, +L,; (5.25)

vV,=AVv,, +Bv  ,+...+Nv +L ,

la care se adauga, desigur, identitatiile:

r+l = Vr+l ’

r+2

A (5.26)

Sistemul de ecuatii de corectii rezultat din asocierea sistemelor (5.25) si (5.26) (specific
prelucrarilor prin metoda observatiilor indirecte) contine n ecuatii Cu nN-r necunoscute.
Prin urmare numitorul relatiei (4.68) devine 1n acesata situatie:
n-(n-r)=r. (5.27)
Deoarece prin ambele metode avute Tn vedere trebuie sa se obtina aceleasi rezultate pentru
toate marimile care intervin in pelucrare, inclusiv pentru abaterea standard a unitatii de pondere s,

numaratorul relatiei (4.68) se va pastra acelasi, astfel incat rezulta:

Sp =4|— - (5.28)

eqe eyt

(4.69)) la metoda observatiilor indirecte si respectiv relatia (5.27) la metoda observatiilor
conditionate), rezultd o ecuatie simpla prin care se poate calcula numdarul r total de ecuatii de
conditie:
r=n-u. (5.29)
Reamintim, pentru o recapitulare pe care o consideram didactic necesara:
* rreprezintd numarul de ecuatii de conditie la metoda observatiilor conditionate;
* 1 reprezinti numarul de masuritori M® efectuate in refeaua geodezicd, care se
pastreaza acelasi atat la metoda observatiilor indirecte cat si la metoda observatiilor
conditionate ,
* u reprezintd numdrul de necunoscute (parametri) X care se determind in reteaua
geodezica, prin utilizarea metodei observatiilor indirecte.
Asa cum se anticipa la inceputul capitolului, numarul total de ecuatii de conditie r se poate

stabili cu usurinta, pin utilizarea formulei (5.29).
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Componenta de la numaratorul relatiei (5.28) se poate deduce in doud modalitati, pentru
control: calculul direct si, respectiv, cu utilizarea relatiei (5.24).

5.4.2. Abaterea standard (eroarea medie) a unei
masuratori oarecare m?

Deoarece toate rezultatele la metoda observatiilor conditionate trebuie sd coincida cu cele de
la metoda observatiilor indirecte, ambele metode fiind riguroase, abaterea standard (eroarea medie)

a unei masuratori oarecari se determind, dupa compensare, cu aceeasi formula:

(3.91)

5.4.3. Abaterea standard (eroarea medie) a unei functiuni de marimi compensate
Determinarea abaterii standard (erorii medii) a unei marimi oarecare rezultate din
prelucrarea masuratorilor prin metoda observatiilor conditionate (de exemplu cota unui reper de
nivelment) se realizeaza cu o oarecare dificultate, comparativ cu metoda observatiilor indirecte.
O astfel de marime trebuie exprimata, in prealabil, ca o functie de marimile compensate m, care la
randul sau sunt reprezentate de masuratorile m° (2.73) si corectiile acestora v (4.6) :
F=F(m)+v,,m)+Vv,,...mJ +v,). (5.30)
Atunci cand functia considerata nu este adusa la o forma liniara, se poate proceda similar, in
acest scop, Tn mod similar cain 4.1. sauin 5.1. :
F="fo+fivy +fovo +.. .+ fvn (5.31)
unde :
f, =F(m?,mJ,...,m?). (5.32)
Deducerea formulei de calcul al abaterii standard (al erorii medii) a functiei F, notata sg , ar
necesita un spatiu care depaseste destinatia manualului. De aceea se prezintd formula necesara fara
demonstratie (care poate fi urmarita in lucrari mai extinse Wolf, 1968, pg.89, Fotescu, 1975,
pg.113, Ghitau, 1983, pg.175 s.a.):

Sg =Soy Qe (5.33)

unde Qer este coeficientul de pondere al functiei considerate. Acesta se calculeaza cu urmatoarea

formula:

LIy
RGN
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Observatii.

= Se cunosc mai multe procedee de calcul al coeficientului de pondere Qgr . Cel mai
folosit procedeu constd in adaugarea de coloane suplimentare (cate o coloand pentru
fiecare functie de forma (5.31)) la sistemul de ecuatii liniarizate (5.7);

* Modalitatea de calcul se va explica in detaliu la orele de lucrari practice si poate fi

urmarite din exemplul urmator.

Aplicatia 19
Sa se compenseze marimile geodezice, efectuate in reteaua considerata la Aplicatia 18, prin

metoda observatiilor conditionate.

Rezolvare
Tabelul 19. Cotele reperilor de nivelment
Denumirea
Reperul Cotele liniei de Diferenta de | Denumirea Cota Abaterile
vechi de | reperilor | nivelment din nivel reperului de | reperului de | standard
nivelment | vechi H care se compensata | nivelment nivelment | ale cotelor
determind cota dupa S,
reperului nou compensare |
[m] [m] [m] [mm]
0 1 2 3 4 5 6
184.7350 A-1 8.2335 1 192.9685 1.8
B 215.8450 152 6.1229 2 199.0914 2.2
2—>3 -10.7331 3 188.3582 1.9
34 - 17.6347 4 170.7236 2.2
41 22.2449 1 (control) 192.9685
1 — A (contol) 8.2335 A (control) | 184.7350
3 — B(control) | 27.4868 B (control) | 215.8451

Sxi = SO\/QFiFi
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Indicatii practice

>

Rezultatele din coloanele 3 ... 6 din Tabelul 19 se completeaza dupa rezolvarea
ecuatiilor normale ale corelatelor (Tabelul 22), calculul corectiilor v (Tabelul 20),
respectiv al coeficientilor de pondere necesari deducerii abaterilor standard (erorilor
medii) ale cotelor (sub Tabelul 22).

Tabelul 22 contine si verificarile necesare pe cotele punctelor vechi, ceea ce reprezinta
un caz particular al considerentelor de natura teoretica din 5.3.

Ponderile masuratorilor sunt aceleasi ca in Tabulul 11.

La 0 rezolvare separatd, numai prin metoda observatiilor conditionate, In ordine
fireasca ar fi trebuit sa se continue cu Tabelul 14, ceea ce este lipsit de sens, deoarece ar

fi o simpla repetare (corectiile v din Tabelul 15 si tespectiv Tabelul 20 coincid si de

asemenca abaterile standard ale diferentelor de nivel S o, care se calculeaza, la ambele

metode, cu formula (3.104)).
In mod asemanator, se obtine aceleasi rezultat pentru abaterea standard a unitatii de
pondere S,, determinata cu formulele specifice (4.68) si respectiv (5.28).
Numarul total de ecuatii de conditie r se determina cu formula (5.29), fiind in situatia de
fata:
n=6-4=2. (5.35)
Ecuatiile de conditie in cazul refelelor de nivelmant geometric sunt de doua categorii.
Exemplificand pe reteaua de nivelment avuta in vedere, acestea sunt:
= pentru fiecare poligon de nivelment trebuie indeplinita o ecuatie de conditie de
forma:
Ahy; - Ahz, - Ahgz + Ahyy = 0. (5.36)
Acesta este primul tip de ecuatii de conditie in cazul prelucrarii masuratorilor
geodezice efectuate in retelele de nivelment. Dupa cum se observa in relatia de mai
sus, conditia respectiva este indeplinita de diferentele de nivel compensate.
¢ La fel ca si la Aplicatia 18 este indicat ca la scrierea ecuatiilor de forma (5.36) sa
se atribuie ca sens pozitiv al diferentelor de nivel sensul crescator al acestora.
Scrierea ecuatiilor de conditie se face unitar, prin acceptarea unui anumit sens
(de regula se foloseste sensul orar) pentru toate ecuatiile, asa cum se poate urmari

si pe schita din Fig. 18.
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¢ Introducand in continuare relatii de forma (4.1), particularizate pentru lucrarile

de nivelment:
_An0
rezulta:
0 0 0 0 _
A 5 +vip—0g 5 +va o8] g +vy gral rva -0 . G39)

¢ Prin adunarea diferentele de nivel masurate se obtine neinchiderea in poligonul
de nivelment considerat, asa cum rezulta din formulele (5.5), care reprezinta in
acelasi timp si termenul liber al primei ecuatii de conditie:
o, =Ah; , —Ahj , —Ah} , + Ah) , =+3.0 mm. (5.39)
¢ Din ultimele trei relatii se obtine prima ecuatia de conditie din sistemul de forma
(5.7), care In exemplul urmarit are forma:
Vip - Vog-Vyg+Vy4+30=0. (5.40)
» Daca in refeaua de nivelment exista un numadr de t puncte vechi, atunci trebuie
indeplinite t-1 ecuatii de conditie (numite si ecuatii de acord pe cotele punctelor vechi).
Acesta este cel de-al doilea tip de ecuatii de conditie in cazul prelucrarii masuratorilor
geodezice efectuate in retelele de nivelment. Si la scrierea acestui tip de ecuatii se
pastreaza conventiile de semn stabilite anterior. In cazul nostru t = 2, deci trebuie
indeplinita conditia de acord pe cotele punctelor vechi A si B:
Ha + Aha.1 + Ah1s - Ahzo + Ahsg = Hp; (5.41)
Parcurgand aceleasi etape ca la scrierea ecuatiei de condifie precedenta, se obtine:

VA_1+V1‘2-V3-2 +V3_B_3.0=0. (5.42)

Termenul liber aferent ecuatiei (5.42) se determina asemanator ca in cazul anterior:
®, =H, +Ah% , +Ah], —Ahj , + Ahj, —Hz=-3.0mm . (5.43)
» Asacum s-a mentionat si in cap. 4, intre doi reperi vechi de nivelment (cu cota fixa, care
nu se modifica prin prelucrarea geodezicd), intre care nu existd reperi noi, nu se executa
masuratori de nivelment. Ca urmare, in asemenea situatii, nu vor exista ecuatii de
conditie.
Concluzionénd, in cazul retelei de nivelment din Fig. 18 este necesar s-a fie indeplinite doar

conditiile (5.40) si (5.42) 1n care intervin termenii liberi determinati cu relatiile (5.39) si respectiv

(5.43) .

129



Abaterile standard (erorile medii) ale cotelor punctelor noi se determina cu formulele
(5.30) - (5.33), dupd metodologia descrisi in 5.4.3. In acest scop se scriu functiile aferente, care in
exemplul considerat au deja o formd practic liniara, reprezentind modalitatea de determinare a

cotelor acestor puncte:

F1=Ha+ Aha;
F2 = Ha + Aha1 + Ahyy;
F3 = HA + AhA_l + Ah]_.z - Ahz.g; (544)

Fs=Ha + Ahaq + Ahy - Ahgg - Ahys.
Daca se introduc diferentele de nivel masurate si corectiile v aferente rezulta forma finala a
acestor functiuni:
Fo=fo+Vay;
F,= fzo Va1tV

| (5.45)
F3 = f30 tVaq+tVi, = Vo,
F4 = f4o tVa,+tVi, = Vo3 =V,
unde :
f,,=H, +Ah} ;;
f,,=H, +AhS  +AR? ; (5.46)

f,,=H, +AhS , +Ah), —Ah) .;
f,o=H, +AhL, + ALY, —Ah) , — AR .
Calculele decurg in continuare in tabele adecvate retelei geodezice avute in vedere. Se mai
dau urmatoarele
indicatii practice
pentru exemplul numeric urmarit:

> la fel ca si in Aplicatia 18 cifrele din Tabelul 20 se completeaza in doua etape si anume:

ff ) .
=  coloanele 1...9, sumele de control, sumele [—} precum si ®;, o trebuie

completate Tnainte de formarea ecuatiilor normale (Tabelul 21);
= coloana 10, valorile corelatelor k; si kp, precum si controlul specific, dat de relatia
(5.24), se vor completa dupa rezolvarea sistemului de ecuatii normale (Tabelul 22);
» formarea sistemului ecuatiilor normale si ai celorlalti termeni, necesari la deducerea

coeficientiilor de pondere Qg (i = 1,...,4) este controlata similar cum s-a procedat la

Tabelul 18.
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Tabelul 17. Ecuatiile de conditie. Calculul corectiilor v §i al unor estimatori de precizie

Linia Ecuatiile de conditie Functiile de
de Ponderi Valoarea corelatelor k pondere Sume | Corectii
nivelment Vi
= Pij ki =-0.11708 | k,=0.10541 F1 F, F3 F4 S [mm]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
A-1 0.07 +1 +1 +1 +1 +1 +5 1.5
1-2 0.08 +1 +1 +1 +1 +1 +5 -0.1
3-2 0.10 -1 -1 -1 -1 -4 0.1
4-3 0.07 -1 -1 -2 1.7
4-1 0.11 +1 +1 -11
3-B 0.06 +1 +1 1.8
+6
Sume 0 +2 +1 +2 +1 0 +
Termeni liberi w;=3.0mm | wp,=-3.0mm
ff 14.285 | 26.786 | 36.786 | 51.071
5
Controlul specific: - [kw] =0.67 [pvv] = 0.67
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o |2

- ™

Tabelul 18. Sistemul de ecuatii normale ale multiplicatorilor Gauss - Lagrange.

Termenii suplimentari pentru coeficientii de pondere ai functiilor considerate.

a] B] Fil Fo] Fs] Fa] Sume  Control
458766 | 22.5000 | 0.0000 12.5000 | 22.5000 | 36.7857 | 140.1623 | 140.1623
53.4524 | 14.2857 | 26.7857 | 36.7857 | 36.7857 190.5952 | 190.5952
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Tabelul 19. Rezolvarea sistemului de ecuatii normale ale multiplicatorilor Gauss - Lagrange.

Calculul coeficientilor de pondere ai functiilor considerate

Functii de pondere Sume
k1 k2 W Fq F, F3 F4 S Control
45.8766 22.5000 3.0000 0.0000 12.5000 22.5000 36.7857 143.1623
-1 - 0.49044 - 0.06539 0.0000 -0.27247 - 0.49044 -0.80184 - 3.12059 - 3.12059
ky =-0.11709 53.4524 - 3.0000 14.2857 26.7857 36.7857 36.7857 187.5952
42.4173 -4.4713 14.2857 20.6552 25.7507 18.7443 117.3818 117.3818
-1 + 0.10541 - 0.33679 - 0.48695 - 0.60708 - 0.44190 -2.76731 -2.76731
ko =+ 0.10541
|:f f:| 14.285 26.786 36.786 51.071
Veriflcare —
p
[(S-F-w)k]=0.0001 QFiFi 9.47 13.32 10.12 13.29
- [w] = 0.0000 QFiFi 3.07 3.65 3.18 3.65
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Verificarea globala a compensarii

se realizeaza prin introducerea diferentelor de nivel compensate in ecuatiile de conditie,
dupa care se obtine:

» pentru ecuatia de conditie (5.37) : 0.000 m;

» pentru ecuatia de conditie (5.41) : 0.0001 m.

Remanenta de 0.1 mm la ecuatia de conditie (5.41) se datoreaza rotunjirilor de calcul.

Constatare finala
Toate marimile finale obtinute prin prelucrarea diferentelor de nivelment masurate in
reteaua geodezica avutd in vedere :
» cotele punctelor noi;
» diferentele de nivel compensate;
» estimatorii de precizie
= abaterea standard a unitéfii de pondere;
= abaterile standard ale diferentelor de nivel masurate, estimate dupa compensare;
= abaterile standard ale cotelor punctelor noi, estimate dupa compensare
sunt identice in cadrul celor doud metode de prelucrare folosite:
» metoda observatiilor indirecte;

» metoda observatiilor conditionate.
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