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1. PROBLEME DE BAZA TN STUDIUL TEORIEI
ERORILOR DE MASURARE

Informatiile, care constituie baza concretd de date necesara rezolvarii problemelor
geodezice, fotogrametrice si topografice, provin din observatiile efectuate asupra unor
marimi cu care se lucreaza frecvent si care, In principal, sunt reprezentate de
masuratorile de unghiuri si distante. Calitatea informatiilor obtinute din aceste
masuratori este functie directd de volumul observatiilor si de precizia instrumentelor
de masurat.

Se impune asadar, ca pornind de la scopul pentru care sunt efectuate masuratorile sa se
stabileasca valorile corespunzidtoare ca marime si precizie, luand in considerare
aspectul economic referitor la volumul strict necesar si suficient al observatiilor care se
impun.

Teoria erorilor de masurare sau teoria prelucrarii masuratorilor geodezice intervine cu
succes si rezolva favorabil aceste aspecte.

1.1 IMPORTANTA TEORIEI ERORILOR DE MASURARE

Operatia de masurare reprezintd un proces experimental de obtinere a informatiei sub
forma unui raport numeric, intre valoarea marimii fizice masurate si valoarea unei alte
marimi de acelasi gen consideratd drept unitate de masura.

Scopul unei cercetéri stiintifice consta in descoperirea legilor care dirijeaza fenomenele
naturale, spre a fi puse in slujba activitatii umane. Pentru aceasta, este necesara
imbinarea cercetarii stiintifice cu aplicatia tehnicd — practica, fara de care orice
speculatie abstracta devine sterila.

Pentru realizarea acestui deziderat, prima conditie in alegerea marimilor fizice,
intelegand prin aceasta si marimile care intervin in tehnica si In practica, este ca ele sa
fie masurabile.

Pentru marimi scalare, operatia de masurare se exprima matematic prin formula

Q=n-q 1.1

in care: Q — marimea fizica masurata,  — unitatea de masurd, N - numar oarecare.

Este de remarcat faptul cd membrul al doilea al ecuatiei (1.1) denumita uneori si
ecuatia fundamentala a masurarii, este un produs de doi factori caracteristici distincti:
unul cantitativ n, factor numeric, iar celalalt calitativ q, care defineste natura marimii
rezultante Q.

Rezultatul masurarii Q se mai numeste masura sau valoarea marimii considerate. Este
evident cd, rezultatul final al operatiei de masurare presupune efectuarea masurarii
propriu-zise, codificarea si prelucrarea informatiilor de masurare.



Din punctul de vedere al subordonarii metrologice, se deosebesc mijloace de masurat
etalon si de lucru. Etaloanele servesc la reproducerea si pastrarea unitatilor de masura,
precum si la verificarea altor mijloace de masurat. Mijloacele de masurat de lucru
servesc la executarea operatiilor de masurare in procese tehnologice, in lucrari de
laborator etc.

Se cunoaste faptul cd dacd o marime se masoara de mai multe ori, de fiecare data se
obtine o alta valoare chiar daca masuratorile se desfasoara in aceleasi conditii, de catre
acelasi operator si cu instrumente de mare precizie.

Cauza acestor neconcordante se datoreaza erorilor care afecteazd intotdeauna o
masuratoare, facand ca valoarea adevaratd a marimii masurate sd nu poata fi cunoscuta
niciodata.

Practic, neputind fi determinatad valoarea adevarata a marimii masurate, se cauta sa se
determine o valoare apropiatd de aceasta Intr-un grad mai mare sau mai mic functie de
scopul pentru care se executd masuratorile.

Apropierea marimii determinate fatd de valoarea sa adevaratd caracterizeaza precizia
masuratorii.

Ca urmare, prelucrarea masuratorilor efectuate asupra unei marimi urmareste obtinerea
celei mai bune valori a acesteia si a diferentei maxime intre valoarea determinatad si
valoarea adevarata.

1.2 IMPORTANTA TEORIEI ERORILOR PENTRU PRACTICA
MASURATORILOR TERESTRE

Teoria erorilor de masurare prezinta o importantd deosebitd pentru practica
masuratorilor terestre, datoritd volumului impresionant de observatii ce trebuie
executate, prelucrate si compensate in vederea obtinerii valorilor lor celor mai
probabile, ca si pentru evaluarea cat mai corectd si mai completa a preciziei.

Cunoscandu-se cat mai exact marimile erorilor medii ale fiecarui argument masurabil
in parte, se poate determina eroarea medie a unei functii de aceste argumente. in acest
fel, se poate rezolva problema inversa a erorilor de masurare, in cadrul careia, fata de o
eroare maxima impusa apriori unei functii ce urmeaza a se determina, se va stabili Tnca
din faza de proiect, care trebuie si fie erorile maxime cu care se vor masura pe teren
argumentele componente. Aceasta da posibilitatea stabilirii preciziei optime de
masurare, cu avantaje economice importante. Astfel, la realizarea unei retele de
triangulatie, necesard ridicdrilor topografice, a unei retele de microtriangulatie
necesard pentru urmadrirea comportarii unei constructii etc., studiul preciziei de
determinare a pozitiei punctelor retelei se face inca din faza de proiectare, functie de
configuratia retelei si de precizia cu care se vor executa masuratorile pe teren. Acest
studiu va urmari ca erorile in pozitia punctelor sd se incadreze in tolerantele impuse
anticipat. La sfarsit, prin compararea erorilor post-compensate cu erorile stabilite
anticipat, se va putea aprecia corectitudinea studiului facut. Studiul erorilor de



masurare prezintd o importantd cu totul deosebita in acele domenii ale masuratorilor
terestre (Geodezie, Fotogrametrie, Geodezie si Topografie aplicatd in constructii), in
care exigentele impuse 1n privinta preciziei sunt deosebit de ridicate. Se subliniaza
faptul cd de fiecare datd in practica masuratorilor terestre trebuie avutd in vedere
precizia optima necesara. Aceasta deoarece o precizie exageratd conduce la cheltuieli
inutile de fortd de munca, de mijloace materiale si de timp, iar o precizie insuficientd
duce la o calitate slaba a rezultatelor obtinute din masuratori.

Introducerea automatizarii in prelucrarea observatiilor constituie un salt calitativ
important, cu consecinte remarcabile si in domeniul masuratorilor terestre, ca si in
studiul erorilor de masurare .

Teoria matematica a informatiei formuleaza legile generale ale comenzii, controlului si
comunicatiilor si stabileste principiile de codificare, prelucrare, pastrare si transmitere
a informatiei, asociindu-se cu tehnica de calcul automat. Aceastd noud directie
constituie o etapa superioara in dezvoltarea metodelor de prelucrare a rezultatelor
obtinute din masuratori.

1.3 SCURT ISTORIC AL TEORIEI ERORILOR DE MASURARE
SI A METODEI CELOR MAI MICI PATRATE

Problema prelucrarii observatiilor a aparut intai in domeniul astronomiei, in special
dupa descoperirea lunetei de cétre Galileo-Galilei (1564—1642) si

perfectionarea continud a instrumentelor si aparatelor de masura. Dupa ce teoria gresita
a sistemului geocentric, elaboratd si prezentatd de Claudiu Ptolemeu (90-168) in
lucrarea sa "Megale Byntaxis”, a dominat cunoasterea stiintifica circa 12 secole, ea
este infirmatd de catre Nicolaus Copernic (1473-1543), care elaboreaza teoria
sistemului heliocentric si pe care o fundamenteaza in lucrarea ”Despre miscarile de
revolutie ale corpurilor ceresti”.

Marele astronom Johannes Keppler (1571-1630), discipolul si continuatorul lui Tycho
Brahe (1546-1601), pe baza masuratorilor inaintasului sau, dar si din determinari
personale, confirma definitiv teoria heliocentricd a lui Copernic, descoperda forma
elipticd a orbitelor planetelor si formuleaza cele trei legi pe baza cdrora are loc
miscarea planetelor in jurul Soarelui.

A devenit clar cd pentru justa infelegere a sistemului de alcatuire a Universului, este
nevoie de executarea unui numar mare de masuratori, cu o precizie cat mai buna si a
caror prelucrare sa se faca dupa criterii cat mai corecte.

Insasi confirmarea legii atractiei universale, descoperita de Isaac Newton (1642-1727),
s-a putut face 18 ani mai tarziu, dupa ce in Franta s-a determinat destul de precis,
valoarea razei Pamantului.

De multe ori, precizia insuficientd a masuratorilor efectuate a condus la contradictii
intre teorie si practicd. A fost nevoie sd se construiascd instrumente si aparate de
masurd cu caracteristici superioare §i in acelasi timp, sd se elaboreze si o teorie
adecvata a masuratorilor si a erorilor de masurare.



O dezvoltare remarcabila a teoriei erorilor si a metodei celor mai mici pétrate, a avut
loc la sfarsitul secolului al XVIII-lea si inceputul secolului al XIX-lea, fiind legata de
numele lui A. M. Legendre, K.F. Gauss si P. S. Laplace.

Adrien Maria Legendre (1752-1833) fundamenteaza pentru prima data teoria
prelucrarii observatiilor facand studii asupra erorilor si aplicidndu-le ulterior la
prelucrarea masuratorilor astronomice. Aceste studii, impreund cu dezvoltarea
principiilor metodei celor mai mici patrate sunt cuprinse in lucrarea sa "Noi metode
pentru determinarea orbitelor cometelor” aparuta in anul 1806.

Independent de A. M. Legendre, matematicianul Karl Friederich Gauss (1777-1855)
descoperd metoda celor mai mici patrate, pe care o aplicd tot la prelucrarea
masuratorilor astronomice. Teoria sa este cuprinsa in lucrarea

”Teoria migcarii corpurilor ceresti ce se rotesc in jurul Soarelui dupa sectiuni conice”,
publicata in 1809.

Pe langd multe alte probleme teoretice, K. F. Gauss propune si formula care pune in
evidenta repartitia normala a erorilor aleatoare.

In lucrarile sale ulterioare, K. F. Gauss aprofundeazi latura algebrica a metodei celor
mai mici patrate, deducand o serie de formule necesare evaluarii preciziei
masuratorilor.

Pierre Simon Laplace (1749-1827), in tratatul sau de baza “Teoria analiticd a
probabilitatilor”, da o noud fundamentare teoreticd metodei celor mai mici patrate, care
constituie de fapt premiza dezvoltarii teoretice ulterioare. El are meritul de a fi facut si
legatura stransa dintre erori si probabilitate, prin definirea corectd a formulei
probabilitatii unei erori.

Masurarea arcelor de meridian si a latitudinilor, ca si prelucrarea acestora, a permis
determinarea formei si dimensiunilor Pamantului pe baza carora s-a elaborat sistemul
metric, sistem practic de masuri ”’bun pentru toate timpurile §i pentru toate popoarele”.
De asemenea, intocmirea hartilor si planurilor topografice ale tarilor, a impus mai intai,
crearea retelelor de triangulatie geodezica de sprijin. Calculele de compensare a marilor
retele de triangulatie au necesitat dezvoltarea corespunzatoare si a teoriei erorilor.

Tn dezvoltarea teoriei erorilor de misurare, a metodei celor mai mici patrate si a teoriei
probabilitatilor si-au adus contributii importante F. W. Bessel (1784-1846), N. I.
Lobacevski (1792-1856), P. L. Cebisev (1821-1894), A. L. Cauchy (1789-1857), U.
Le Verrier (1811-1877).

Statistica matematicd dezvoltd intr-o optica noud, atdt teoria erorilor, cat si metoda
celor mai mici patrate. Lucrdari de finaltd t{inutd stiintificdi in domeniul teoriei
probabilitatilor si statisticii matematice au elaborat in tara noastrd academicienii
Gheorghe Mihoc si Octav Onicescu.

In ultimele decenii, lucririle unor specialisti formati la scoala acestor doi savanti, se
aplica cu mult succes 1n practica.

Aplicarea teoriei erorilor de masurare §i a metodei celor mai mici patrate in domeniul
masurdtorilor terestre, in special al geodeziei si topografiei, a fost facutd de reputatii
specialisti romani Stefan Paraschivescu, Theodor Pompei, loan Virgiliu, Constantin
Motas, Ioan Placinteanu, Mihai P.Botez, unii dintre ei fiind si cadre universitare cu
lucrari stiintifice teoretice si practice de prestigiu.



2. MASURATORI SI ERORI DE MASURARE

S-a vazut ca prin masurare se intelege determinarea valorii unei marimi fizice prin
raportarea acesteia la o altd marime de aceeasi naturd, adoptata ca unitate, folosind un
instrument sau un aparat de masura.

Toate lucrarile de topografie si geodezie se bazeaza pe masuratori efectuate In scopul
determinarii pozitiei diferitelor obiecte si fenomene din spatiul terestru. Aceste masuratori
se referd in special la marimi liniare (lungimi) si la marimi unghiulare (unghiuri).

Asa cum rezulta din definitie, orice proces de masurare presupune, in primul rand, existenta
unei unitati de masuri in raport de care sa fie exprimata valoarea observata. De-a lungul
timpului s-au utilizat diferite unitati de masura, in prezent, majoritatea tarilor lumii, printre
care si Romania, a adoptat Sistemul International de Unititi (SI).

In urma unei masuritori se obtine o valoare misurati, numitd si observatie, care nu
reprezintd altceva decat raportul dintre marimea fizica masuratd si unitatea de masura
reprodusa de instrumentul folosit.

2.1 CLASIFICAREA MASURATORILOR
Masuratorile pot fi clasificate dupa urmatoarele criterii:
2.1.1 Dupa modul de obtinere a marimii fizice care intereseaza:

a) masurdatori directe la care marimea fizica considerata se compara direct cu unitatea
de masura, fiecare masuratoare efectuatd generand cate o valoare a marimii masurate.

Exemple de mdsurdtori directe:

-masurarea unui unghi cu teodolitul

-masurarea unei lungimi cu ruleta
Se mai considera ca masuratori directe si anumite functii simple de masuritori directe
si anume:

-diferenta dintre douda marimi masurate direct (exemplu: diferenta de nivel rezultata
prin scaderea citirilor pe mira),

-produsul dintre o marime masurata si o constanta

Un caz special al masuratorilor directe il constituie masuratorile conditionate, definite
ca masuratori directe ce trebuie si satisfaca 0 serie de conditii geometrice sau analitice.

Exemple de masuradatori conditionate:

1. Tntr-o retea de forma triunghiulara au fost masurate toate unghiurile.

Teoretic, acestea trebuie sd indeplineasca conditia din geometria plana ca suma lor sa
fie egald cu 200°.

2. Suma diferentelor de nivel intr-o drumuire inchisa, trebuie sa fie egala cu zero.



b) masuratori indirecte la care valoarea marimilor care ne intereseaza se obtine prin
intermediul altor marimi masurate direct, acestea fiind functional dependente ntre ele.

Exemple de mdasurdtori indirecte:

1. determinarea coordonatelor punctelor unei retele geodezice prin masuratori
liniare, dependenta intre marimile de determinat (x;, ¥;) si marimile masurate

direct ( D;;), fiind:
Dy =4/(x; = %)* +(y; - ¥; )’ 2.1

2. determinarea elementelor elipsoidului de rotatie pdméntesc (semiaxa si turtirea),
prin masurarea lungimilor de arc de meridian si de latitudini.
Sfera masuratorilor indirecte este mult mai largd decdt cea a masurdtorilor directe,
primele fiind de multe ori §i mult mai simple.
Exista si anumite marimi care practic nici nu pot fi masurate direct, de exemplu
determinarea densitatii care se face in functie de volum si masa (marimi ce se pot
masura direct),6 = 8(V, M) sau determinarea unor constante fizice cum ar fi acceleratia
gravitationala, etc.

2.1.2 Dupai conditiile in care sunt executate:

a) masurdatori de aceeagsi precizie, cand se efectueaza cu acelasi instrument, de catre
acelasi operator, prin aceeasi metoda de lucru si 1n aceleasi conditii de mediu.

Tn acest caz se poate considera ci tuturor acestor masuritori le putem acorda aceeasi
incredere.

b) mdsuratori de precizii diferite (ponderate), cand unul din factorii de mai sus difera,
deci nu mai putem acorda aceeasi incredere tuturor masuratorilor, unele fiind
determinate mai precis decét altele.

2.1.3 Dupai legitura dintre ele:

a) masuratori dependente

Dacd ansamblul conditiilor in care se efectueaza o masuritoare influenteaza total sau
partial rezultatul altei masuratori, se spune ca acestea sunt dependente intre ele.

b) masuratori independente

Sunt acelea care nu se influenteaza reciproc.

Corelatia sau dependenta intre marimi se exprima cu ajutorul unui coeficient empiric
de corelatie, dedus experimental pe cale statisticd efectudnd mai multe masuratori.
Aceste determinari sunt insa foarte greoaie.



2.1.4 Dupa numarul lor:

a) masuratori necesare definite prin numarul minim de masuratori, cu ajutorul carora
se poate stabili valoarea marimii considerate.

b) masuratori suplimentare efectuate in vederea ridicarii preciziei de masurare sau a
preintdmpinarii eventualelor greseli ce pot aparea.

Aceste masuratori suplimentare determind numarul gradelor de libertate ale retelei
respective.

2.2 CLASIFICAREA ERORILOR DE MASURARE

Se numeste eroare diferenta dintre valoarea masurati si valoarea adevirata a unei
marimi fizice: € =M — X, unde prin M s-a notat valoarea obtinuta prin masurare, iar
prin X, valoarea adevarata.

Valoarea reald a unei marimi nu poate fi determinata niciodata din cauza inexactitatilor
care apar 1n procesul de masurare.

Aceasta imposibilitate poate fi generata de o serie Tntreaga de cauze cum ar fi:

variatia Tn timp a obiectului masurat, imperfectiunea organelor de simt ale operatorului,
imperfectiunea aparaturii si a metodelor de masurare, influenta conditiilor exterioare
etc.

Erorile pot fi clasificate dupa cum urmeaza:

2.2.1 Dupia modul de alegere a marimii nominale:

a) erori reale (adevarate), & in cazul in care valoarea de referintd (nominald) se

considera valoarea reald X a marimii respective:
&=M,-X 2.2

Deoarece valoarea adeviratd X a unei mirimi nu este accesibild, Thseamna ci
nici eroarea adevarata & nu poate fi cunoscuta.

b) erori aparente (probabile), v; Th cazul in care se considera ca valoare de referinta,
valoarea probabila a marimii respective:

v, =M, -M 2.3

Valoarea probabild a unei marimi se considerda a fi media aritmetica Tn cazul
masuratorilor de aceeasi precizie, sau media ponderatd in cazul masurdtorilor de
precizie diferita (ponderate).

Daca se schimba sensul unei erori se obtine corectia, deci ¢ =—€.



2.2.2 Dupa marimea lor:

a) erori evitabile (erori grosolane, greseli)

Ele se pot evita printr-o atentie sporita in timpul procesului de masurare.

Exemplu: erori la metri de masurare a distantelor cu ruleta; erori de grade la citirea
unghiurilor pe microscopul teodolitului.

Prin urmare, aceste erori grosolane sau greseli sunt cu un ordin de marime mai mari
decét precizia de masurare.

Acest tip de eroare se evidentiaza imediat Tntr-un sir de masuratori putand fi eliminata
Cu usurinta pe baza coroborarii datelor cu cele de la alte observatii.

Tn calculele de compensare se considera ci masuritorile nu sunt afectate de erori
grosolane.

b) erori inevitabile ce nu pot fi eliminate indiferent de metoda folosita sau de gradul de
atentie al operatorului, ci doar diminuate.
Aceste erori pot fi clasificate dupa modul de actionare astfel:

b.1 erori sistematice, sunt acelea la care se cunosc cauzele care le genereaza si
legile dupa care actioneaza. Valoarea lor poate fi deci determinata si in consecintd se
poate corecta rezultatul obtinut din masurétori.

Diminuarea erorilor sistematice se poate face prin:

- metoda de masurare (de exemplu la masurarea unghiurilor se efectueaza determinari
n cele doua pozitii ale lunetei, elimindndu-se eroarea de colimatie)

- prin calcul, aplicAndu-se corectii rezultatului (corectia de etalonare, corectia de
temperatura, etc. la masurarea distantelor cu ruleta)

- printr-o reglare mai buna a aparatelor

- reducand la minim ponderea observatiilor pentru care nu s-au putut indeparta erorile
sistematice

Erorile sistematice pot fi la randul lor constante sau variabile.

Exemplu: daca un etalon cu care se masoara distanta este mai scurt cu 1 cm., pentru
fiecare introducere a etalonului in distanta de masurat, se comite o eroare care Tsi
pastreaza valoarea si semnul. Avem de-a face cu o eroare sistematica constanta.
Aceasta se propaga dupa legea Tnmultirii, adica eroarea totala este egala cu eroarea
unitara Tnmultita cu numarul care arata de cate ori intervine eroarea unitara in rezultatul
final:

e, =N-e, 2.4
e, = eroare sistematica totala
N =numadrul care arata de cate ori etalonul se cuprinde in mérimea masurata
€, = eroarea sistematica constantd unitara

Eroarea sistematicd variabilda nu se propaga dupa legea liniara urmarita de erorile
constante, deci ea nu Tsi pastreaza tot timpul semnul si valoarea.



Exemplu: eroarea de excentricitate a limbului, cand centrul acestuia nu coincide cu
centrul alidadei.

b.2 erori intdmplatoare (accidentale), acelea care influenteaza intr-un mod
intdmplator, cu cantitati mici fiecare, dar apreciabile in total si nu pot fi eliminate.
Erorile intAmplatoare pot fi diminuate prin efectuarea mai multor masuratori. Ele se
micsoreaza de asemenea, prin perfectionarea instrumentelor si a metodelor de lucru.

Tn studiul teoriei erorilor, se considerd ci masuritorile au fost corectate de toate
celelalte erori (greseli, erori sistematice) si sunt afectate numai de erorile
intamplatoare.

Schematic, aceasta clasificare s-ar putea reda sub urmatoarea forma:

MASURATORI > ERORI
REALE APARENTE
DIRECTE INDIRECTE /\
DE PRECIZIE EVITABILE
DE ACEEAsI DPEPRECIZIE  DE ACEEASI DIFERITA INEVITABILE
PRECIZIE DIFERITA PRECIZIE 4/¢
‘ ‘ iNTAMPLATOARE

m SISTEMATICE

DEPENDENTE NECESARE SUPLIMENTARE CONSTANTE
VARIABILE
INDEPENDENTE

2.2.3 Proprietatile erorilor intdmplitoare

Proprietatile erorilor intdmplatoare sunt deduse din practica, ele permitand studierea
stiintifica a erorilor prin aplicarea calculului probabilitatilor.

e Erorile mici, in valoare absolutd, sunt mai frecvente sau mai probabile
decat cele mari. Aceasta proprietate determina principiul cazualist.
Deci, avem cazuri mai multe cu erori mici decat cu erori mari.

e Toate erorile sunt mai mici decat o anumita limita care ar corespunde
erorii datorita sumei totale a cauzelor de erori. Prin aceasta proprietate
se defineste principiul limitativ.



e Facand un numar foarte mare de masuratori, rezultd un numar egal de
erori pozitive cat si negative, suma lor fiind sensibil egala cu zero.
Rezulta astfel principiul distributiv.
e Probabilitatea ca sa avem o anumita eroare este functie numai de
marimea erorii respective. Este definit astfel principiul probabilistic.
Aplicand legile probabilitatilor matematice, s-a demonstrat cd probabilitatea ca o
eroare intAmplatoare sa fie cuprinsa ntr-un interval oarecare X, X + dx, este:

=] :Le’hzxzdx 2.5

Jr
Tn care:

e ” reprezintd baza logaritmilor naturali (e =2,71828.....);

”h” este modulul de precizie, care caracterizeaza precizia instrumentului utilizat
pentru masuratori.

Dacd reprezentdm intr-un sistem rectangular de axe XOY marimea erorilor V, pe

abscisa, iar pe ordonatd frecventa acestora, pentru un numar mare de masuratori, se
obtine o curba clopot numita curba Gauss simetrica in raport cu axa OY si asimptota la
axa OX.

Determinarea erorii medii péatratice a mediei aritmetice ne permite sd stabilim
intervalul in care cu siguranta se afla valoarea reala X, fiard Tnsa a putea preciza
valoarea exacta a acesteia.

Daca curba este alungitd Tnseamna ca avem mai multe erori mici care se grupeaza n
jurul valorii zero; cand clopotul este turtit erorile mari predomina.

In concluzie, se poate afirma ci o médsuritoare este cu atit mai precisa cu cat clopotul
este mai alungit.

L f

O v dv \Y

Fig. 2.1 Graficul de distributie a erorilor - Clopotul Gauss



23 ALTE TIPURI DE ERORI

2.3.1 eroarea relativa sau eroarea pe unitatea de masura.
€
e, =— 2.6
M
in care ” @ ” reprezintd eroarea absoluta comisa la masurarea marimii M .
In acest raport, in locul lui ”€” se poate introduce eroarea medie patratica (M),

eroarea medie patratica a mediei aritmeticei (€, ), sau eroarea probabila (€ ).

2.3.2 eroarea probabila (e ) a unei valori masurate individual este acea valoare pentru

care numarul erorilor mai mari este egal cu cel al erorilor mai mici decat acestea.

e, =i§m
2.7
e, =i§em
o,

unde: m =z

5
|
[EEN
3
5

2.3.3 eroarea Tn procente si la mie
rezulta prin inmultirea erorii relative cu 100, respectiv cu 1000.

2.3.4 precizia unei masurdtori
Daca eroarea de masurare creste cu marimea masurata, precizia se exprima prin

eroarea relativa (€, ) pusa sub forma:

1
M
e

Numitorul expresiei arata de cate ori eroarea comisa la masurare se cuprinde in
marimea masurata.

P = 2.8

Eroarea relativa € ” se poate exprima prin una din erorile: m, €, €.



3. CONCEPTE STATISTICE

PRELUCRAREA STATISTICA A MASURATORILOR

Se defineste notiunea de probabilitate matematica a unei intdmplari, raportul dintre
numarul cazurilor favorabile si numarul cazurilor posibile producerii aceleasi
Tntdmplari sau:
nr.cazuri favorabile
nr.cazuri posibile

Daca numarul cazurilor favorabile este mai mic decat numarul celor posibile avem de-a
face cu o probabilitate simpla. Daca numarul de cazuri favorabile este egal cu numarul
de cazuri posibile, avem o certitudine matematica sau probabilitate maxima.
Probabilitatea minima va fi atunci cdnd numarul de cazuri favorabile este egal cu zero.
Tn aceast situatie putem afirma ci este vorba de o incertitudine matematica.

P =

Statistica este ramura matematicii aplicate care studiazd culegerea, analiza si
interpretarea datelor privind fenomenele de masa.

Obiectivul cercetarii statistice Tl constituie o multime de elemente avand caracteristici
comune, multime numita populatie statistica.

O submultime a acesteia, asupra careia se fac analizele statistice reprezinta selectia.
Datele masurate ntr-o selectie permit sa se stabileasca 0 estimagie a caracteristicii
studiate, adica o valoare nici absolut exacta, nici absolut sigurad, ci doar “foarte
probabila”.

Elementele unei multimi statistice pot fi caracterizate printr-o serie de indicatori
cantitativi si calitativi. Numarul acestor indicatori trebuie judicios ales, pentru ca un
numar prea mic, generalizeaza prea mult fenomenul ales, iar un numar prea mare
complica mult calculele.

In urma unor masuritori repetate asupra unei caracteristici se obtin valori diferite ale
acesteia datoritd caracterului intamplator (aleator) pe care 1l are caracteristica
respectiva in cadrul populatiei.

Pentru studiul matematic al fenomenelor cu caracter intimplator, se introduce notiunea
de “variabildg aleatoare”, adica o variabila care Tn cadrul unei

experiente poate primi oricare dintre valorile posibile, specifice experientei respective.
Variabilele aleatoare pot fi discrete, adica pot lua doar anumite valori, (de exemplu,
numarul obtinut la aruncarea unui zar), sau continui, adica pot lua orice valoare intr-un
interval finit sau infinit (de exemplu, rezultatul masurarii unei lungimi).

In geodezie in general sunt necesari si suficienti doi indicatori cantitativi si anume:
media i dispersia.



Repartitii de frecvente

Diferitele valori ale caracteristicii masurate au frecvente diferite, adica unele apar de
mai multe ori decat altele. Pentru a putea compara selectii de volume diferite, se
foloseste notiunea de “frecventa relativa ”, adica raportul dintre numarul de aparitii ale
unei valori si numarul total de masuratori.

Fie X 0 variabild aleatoare si X, X,,....., X, Vvalorile pe care le poate lua aceasta, cu
frecventele relative 4, ..., ).

Multimea perechilor ordonate (X;, f3)), i=1,2,...,n defineste repartitia variabilei
aleatoare X.

Daca notam cu F; frecventa absoluta a valorii X; si cu N numarul total de masuratori

(valoarea X ;apare de F, oriin N experimente repetate), rezulta:

f=— 3.1

deci, frecventa relativa este o masura a probabilitatii.
In cazul populatiilor discrete finite, probabilitatea unui eveniment este egala cu
numarul cazurilor favorabile raportat la numarul total al cazurilor posibile.

De exemplu, la aruncarea unei perechi de zaruri numarul cazurilor 1n care poate apare suma 5
(numarul de cazuri favorabile), este de 4: (1-4); (2-3); (3-2); (4-1) iar numarul total de cazuri
posibile este de 36: (1-1); (1-2); (1-3);...; (6-5); (6-6). Deci, probabilitatea de aparitie a sumei

Seste P(5)= 3% , T timp ce probabilitatea sumei 2 este P(2)= % .

In cazul unei variabile aleatoare continui, probabilitatea cd aceasta sda ia o anumita
valoare este zero, deoarece numarul total de cazuri posibile este infinit.

Histograma
O forma des utilizata pentru reprezentarea grafici a repartitiei frecventei este
histograma, care se construieste astfel:
-se grupeaza valorile variabilei in intervale (clase, (A, A1)
-se Tnscriu pe abscisa limitele claselor si pe ordonata frecventele (absolute sau
relative) acestora (numarul de valori cuprinse in fiecare clasa)
-pentru fiecare Tnaltime se trece frecventa clasei

Daca F, este frecventa absolutd a clasei (A, A1), atunci repartitia acestor frecvente
poate fi reprezentata intr-un sistem rectangular, in care un dreptunghi are ca baza clasa
(Ai, Ais), iar aria este proportionala cu frecventa absoluta F,. Dacad ariile
dreptunghiurilor elementare sunt egale cu frecventele relative, atunci aria totald a
histogramei este egala cu unitatea.

In cazul in care frecventele absolute sunt prea mari si deci incomod de reprezentat
grafic, se trece la frecvente relative care se calculeaza cu ajutorul relatiei:



fo=—t 3.2

Tn anumite situatii, cand intervalele (A;, Aj+1) sunt mici si numeroase, histograma poate
fi inlocuitd cu o curba de frecventd, care se traseaza in asa fel Incét portiunile din
dreptunghiurile elementare rdmase in afara curbei sa se compenseze cu cele cuprinse
sub curba, dar care se aflad in exteriorul histogramei.

f(x)

A

»

clasa (A, Ai+1)

Fig. 3.1 Histograma

Poligonul frecventelor
Poligonul frecventelor se obtine unind cu o linie continua punctele definite in abscisa
de centrele claselor si in ordonata de frecvente.

Daca 1n locul erorilor rezultate din masuratori se dispune de o  repartitie de frecvente,
se considerd mijlocul intervalului respectiv, adica (A, Ajr1)/2.

De aceastd data rolul frecventelor individuale il preiau frecventele relative
corespunzatoare fiecarei clase in parte.

fx

A

v

Fig. 3.2 Poligonul frecventelor clasa



Se presupune ca pentru aflarea unei marimi fizice, s-a efectuat un sir de masuratori.
Pentru ca valorile sirului sd poata participa la calculul valorii probabile, cu obtinerea
unei anumite precizii, se face uz de tolerantele stabilite pentru diferite categorii de
masuratori.

Toleranta reprezintd limita maxima stabilitd pentru o eroare, prevazuta de
instructiunile tehnice, pentru acceptarea rezultatului unei masuratori.

Ecartul este diferenta dintre doud valori oarecare dintr-un sir de masuratori, efectuate
asupra aceleeasi marimi.

Ecartul maxim este diferenta dintre valoarea maxima si valoarea minima, rezultate
dintr-un sir de masuratori.

Mairimea ecarturilor, ca §i a ecartului maxim, pot folosi la aprecierea preciziei
masuratorilor efectuate, in sensul c¢i, acestea, cu cat vor avea valori mai mici, cu att
precizia va fi mai mare si invers.

Corectia este marimea egala si de semn contrar cu eroarea.

3.2  STUDIUL REPARTITIEI ERORILOR INTAMPLATOARE

3.2.1 Valori tipice de selectie folosite la prelucrarea rezultatelor obtinute din
masuratori

Clasificarea si reprezentarea graficd a unor repartitii constituie prima etapa in analiza
preciziei rezultatelor obtinute din masuratori. Prelucrarea statisticd a observatiilor
presupune folosirea unor valori tipice de selectie cum ar fi de exemplu media
aritmetica, care dintr-un anumit punct de vedere reprezintd o sinteza a acestor
observatii.

Media aritmeticda

Daca intr-un sir de n masuratori rezultatul X; apare de ny ori, X, de n, ori,....,.Xc de ny
K

ori, z = N, atunci media aritmetica este data de expresia :
i=1

Mz)‘(zzk:fi-xi 33

unde f;se calculeaza cu ajutorul relatiei (3.2).
Daca 1n cele n masuratori fiecare rezultat apare o singura data,

1
X==>"X 3.4
n i=n

Media aritmetica (3.3) se numeste medie aritmeticd pentru date grupate, iar (3.4),
media aritmetica pentru date negrupate.



Media aritmeticad are o deosebita importanta in estimarea preciziei masuratorilor cand
nu se cunoaste valoarea exactd a marimii fizice masurate.

Dispersia
Dispersia(varianta) exprima gradul de imprastiere a variabilelor aleatoare discrete.
n 2
Z (Xi - X) _
D’(x) = o’(x) = I 2—- =M {(xi - x)z} 35
n
Abaterea standard

Abaterea standard reprezintd o eroare cu care sunt determinate valorile marimilor

aleatoare respective
o =+o? =+D? 3.6

Mirimile M, D? si o reprezintd parametri statistici care definesc o repartitie. Pentru o

variabila discreta bidimensionala existd urmatoarea relatie care exprima covarianta:
n

> x=x) (y-y)

cov(x,y)=o(x,y)=M {(x—x)(y—y_/)}: = - 3.7
n — p—
(Xi - x)(yi - y)
covarianta de selectie: vay == 1 3.8
iar, I, , este coeficientul de corelatie
r., = Tny 3.9
Wy o0,

Atunci cand variabilele sunt independente, relatia devine :
ey =0 3.10

Pentru n vectori aleatori putem defini variantele si covariantele intr-un tablou numit
matrice de varianta-covarianta:

11

3.11




Pe diagonala principald se gasesc variantele (dispersiile), iar in restul tabloului se
gasesc covariangele.

Proprietati :
» Relatia (3.11) reprezinta o matrice patratica, simetricd §i pozitiv definita
(determinantul este mai mare ca 0).

g, O-xy Oy

o
weoow o 3.12
W O-zy g,

» Daca variabilele sunt independente, atunci :

iar matricea devine o matrice diagonala

o, 0 .. 0
0 o, .. 0
3.14
0 0 o
3.2.2 Media si dispersia unei functii de n variabile aleatoare
Consideram functia
U =F(X,Xeee:X,) 3.15

Presupunem ca aceasta functie este continua si derivabila ori de cate ori este nevoie. Se
considerd de asemenea cunoscute valorile medii X;. Ne propunem si determinim

valoarea medie a acestei functii, precum si dispersia acesteia.
In general functia de tip (3.15) nu este liniard. O vom aduce la aceasta forma prin
dezvoltare in serie Taylor in jurul valorilor medii, retinind numai termenii de ordinul I:

U= F(>‘<1,>‘<2,..-,>'<n)+zn:[ ~ ] )

T\ OX;

(X =% )+t 3.16



unde t reprezinta termenii de ordin superior.
Aplicand operatorul medie acestei functii, rezulta:

MU)=T = M{F (%%, % )} + (j_Fj Mx-%x) 317

Cum M(Xi - X ) =0, vomavea:
U =F(X, %, X,) 3.18
Daca aplicam relatiei (3.16) operatorul dispersie:

D (U)=0?(U)= D*F(X, %, %)+ D{Z( OF ]-(xi % )} 319

IX;
primul termen este egal cu zero, reprezentand dispersia unei constante;

(—J e () -

I:XI

w

.20

Relatia (3.20) se poate scrie si sub forma:
2
OF IF 0”F
2(U) = ocr +2 o, -0 T 3.21
oU)=2 % ) 2 % é’XJ e

deoarece,

O
. . I . 1
coeficientul de corelatie se exprima prin: I; = L = o;=0,-0;;.
o0
i%]

Cand variabelele aleatoare sunt independente, o; = 0, iar dispersia functiei are expresia:

O'Z(U)=Z( j)'(:i Jz .o} 3.22

X; =Xi

In unele calcule topografice, relatia (3.22) poate fi aplicata si astfel:
se da eroarea functiei si se cere si se determine erorile argumentelor:

o, =dat
o, ="

Avand o ecuatie cu n necunoscute, pentru rezolvare se utilizeaza asa zisa influenta
egald a erorilor:

JF JF JF
-0, = “O, =.... oy =A
o X, X, 2 Xy
O'(Zu) — - A 3.23

- =A-( OF J
aX;



Exemple:

1. Se da functia
F=x’-y* +2xy+1

. e — — . O-xx O-xy

Se cunosc valorile medii X,y si o,, =
Oy Oy

Se cere sa se determine valoarea medie a functiei si eroarea acesteia.
Rezolvare:
Valoarea medie va fi data de:
F=x>-y>+2xy+1,
iar dispersia:

, (0FY , (6FY ., (0F) (oF
or=|——| oxt|—| o, +td—| || ‘o
Ix ), Y ), ox ), \ 2y ),
=(2x+2y)" -0l +(-2y+2%)" -0 +2(2x + 2y )2X - 2Y)o

Xy

2. Se da functia
Se cere eroarea functiei 0',5 =?, variabilele fiind independente.

2
JF
or :Z(ﬁx j oy

0
JF
_:ai
O X

e

Rezulta: o :J_r\/alz-0'12+a22-022+ ..... +a’-o’ o

Daca a; =% 1 avem:

2 2 2
Of =i\/al +o, +..t0o,



3. Transmiterea erorilor intr-o drumuire de nivelment geometric:

hy
@/—\@I/ﬂ\@\ﬂlﬁﬁ _/_Gn
2

A

Care este eroarea Tn cota punctului n datoritd erorilor in diferentele de nivel h
masurate. Valorile h; sunt independente.

H,=H,+>h
i=1
O-I%In =9
JH
Dispersia o = é)h” Iozaizi es
JH, 1
ah

1

Of =0, +0; 4.t O}

Daca niveleele sunt egale rezultd o, =0, =....= 0,
Deci: oy =%0- Jn

unde N reprezinta numarul de statii.
Daca consideram lungimea totald a drumuirii L iar lungimea unei portee (distanta

dintre mira si aparat) |, rezulta:

L o
) O'-\/;iﬁ'\/t

Q
T
I
I+

unde areprezinta o constanta, datd de regula de precizia fiecarui aparat in parte.



4. COMPENSAREA MASURATORILOR DIRECTE

In practica masuratorilor, pentru determinarea valorii unei marimi fizice, de cele mai
multe ori se executd un numar mai mare de masuratori decat cel strict necesar. Scopul
compensdrii constd In aflarea celei mai probabile valori a marimii, numita si valoare
compensatd, pe baza totalitatii masuratorilor efectuate.

Pentru obtinerea unor solutii unice, este obligatorie aplicarea unui principiu,
reprezentat in cazul de fata de principiul sau metoda celor mai mici patrate, care, in
esentd consta din urmatoarele:

e valorile cele mai probabile ale marimilor cdutate se determind atunci cind
suma pdatratelor corectiilor este minimd [VV ] = min. - in cazul

mdsuratorilor de aceeasi precizie, sau [ pvVv ] = min. in cazul masuratorilor

ponderate (de precizii diferite).

4.1 ERORILE INTAMPLATOARE TN MASURATORILE DIRECTE
DE ACEEASI PRECIZIE

4.1.1 Valoarea cea mai probabila a unei marimi masurate direct

Daca o marime este masuratd in mod direct, de mai multe ori, cu acelasi instrument si
n aceleasi conditii, se vor obtine rezultate apropiate, care difera totusi cu cantitati mici.
Se poate afirma ca orice masuratoare directa este afectatid de erori, erori care fac ca
valoarea adevarata a marimilor masurate sa nu fie accesibila in practica.

Consideram ca asupra aceleeasi marimi M s-au executat N ” masuritori, rezultand
valorile M, M,,....M

Daca aceste valori sunt suficient de apropiate, rezulta ca masuratorile individuale sunt
bune. Se considera ca valoarea cea mai probabild pentru acest set de ”N* masuratori,
este media aritmetica a acestora:

n*

M M, e+ M M i1
- . - .

M

Acest procedeu s-a considerat la inceput ca fiind impus de logica lucrurilor (postulatul
lui Gauss - 1809), dar ulterior a fost justificat prin calculul probabilitatilor.



4.1.2 Teoreme fundamentale asupra erorilor intamplatoare

In functie de valoarea cea mai probabildi M a marimii masurate se determina erorile
intamplatoare aparente V, .

)"
tv;=M,;-M 4.2

Teorema |

Suma erorilor aparente "v;” este intotdeauna egald CcU zero.

Prin insumarea relatiilor 4.2 membru cu membru se obtine:
tv,EVv, 2Vt 2V, =M+ M,+ M+ +M,-n-M

Folosind notatiile Gauss:

[v]=[M;]-n-M 43

- . , o . m,]

Tindnd seama de relatia de definitie a valorii celei mai probabile M :T si
Tnlocuind-o Tn expresia de mai sus obtinem:

)= J-n M y

Deci [Vi ] =0: n=zw 45

Teorema Il

Suma patratelor erorilor intdmplatoare aparente [vv] trece printr-un minim pentru
valoarea cea mai probabild a marimii masurate.

Se porneste de la expresiile erorilor aparente intdmplatoare definite fatd de valoarea
M :

tv,=M,- M
tv,=M,-M
tv;=M,;- M 4.6
tv, =M, -M



Daca se ridica la patrat si se insumeaza aceste egalitati se va obtine:

Viv,]=vZ+ V4 4vi=(M, - M) +...+(M, —M)* 47
Aceasta suma se prezint ¢ o functie de marimea M , deci: [v,v,]= F(M)
FIM)=(M,-M )Y+ (M,-M )*+.....+(M, - M)2 4.8

Se stie cd o functie trece printr-un minim atunci cand derivata de ordinul | este zero, iar
derivata de ordinul Il este mai mare decéat zero:

F(IM)=-2(M,-M)-2(M,-M)-...-2(M ,-M)=0 4.9

de unde rezulta:

M = n 4.10

Aceasta teorema este foarte importantd in studiul teoriei erorilor, justificand expresia
valorii celei mai probabile.

4.1.3 Eroarea medie patratici a unei singure masuratori

Erorile aparente v, = M, — M caracterizeaza calitatea masuratorilor:

cu cét acestea sunt mai mici cu atit masuratoare a este mai bund, mai precisa.

[v.]

Daca se considera media erorilor aparente =, aceasta ar fi egala cu zero, deoarece
n

[v,]= 0 (conform primei teoreme). Acest rezultat ar conduce la concluzia falsi ci

masuratoarea este perfectd (nu exista erori).

Pentru a scoate Tn evidenta eventualele erori mari si, de asemenea pentru a scapa de

Ca . : RUPRRORE \'/) 7% I
semnele acestor erori, in practica se admite eroarea medie patratica u , In care N
n
reprezintd numarul de masuratori efectuate.
Eroarea medie patratica se noteaza cu m? si are expresia:
V.V:
m? = —[ : '] 411



sau, mai frecvent este folosita in calcul relatia:

m=+ [ 4.12

Observayie: in cazul in care se efectueaza o singurd masuratoare asupra unei marimi se
obtine rezultatul eronat: m =0, adicd masuritoarea nu contine erori.

Formula care da expresia erorii medii patratice trebuie modificata astfel ca in cazul
unei singure masuratori sa avem de-a face cu o nedeterminare matematica.

Tinand seama de acest lucru, expresia lui m devine:

m =+ [— 413

. . 0 . .
(pentru o singurd masuratoare m ar deveni: m = J_r\/g care este 0 nedeterminare din

punct de vedere matematic).

Este important s se cunoasca valoarea erorii medii patratice pentru aprecierea calitatii
si a preciziei unei masuratori. Cu cat aceasta va fi mai mica, cu atat masuratoarea va fi
mai precisa.

4.1.4 Eroarea medie patratica a mediei aritmetice

Aceasta eroare este definita ca diferenta algebrica pozitiva sau negativa dintre valoarea
cea mai probabila (M ) si valoarea reala ( X ), adica:

te =M -X 4.14

T =M —-X
tg,=M,-X 4.15
te, =M, - X

[6,]=[M,]-n-X 4.16
]=M1+M2+ ...... +M, cu valoarea ei n-M
obtinuta din expresia mediei, rezulta:



[£]=n-(M = X) 4.17

[gi]=n'em 4.18
(deci, suma erorilor intamplatoare reale este diferita de zero).
Prin ridicare la patrat:

[si6]=n-e} - 2[5igj] 419
Pentru un numdr mare de masuratori se poate considera ca [gi & ]= n’.e_ 2 deoarece
erorile &;,&; fiind unele pozitive, iar altele negative, suma dublelor produse tinde

catre zero. Din aceasta relatie rezulta cd eroarea medie patratica a mediei aritmetice va
fi egala cu:

4.20

S-a vazut Tnsa ca marimea erorilor reale nu poate fi cunoscuta, astfel incét aceste erori
vor trebui Tnlocuite prin erori aparente.

Stim ca: tv,=M,-X
tg=M,-M
Se poate scrie Cca:
tg& ==x V; + (M -X), folosindu-se un mic artificiu de calcul

+ =V te, 4.21

Daca se determina din masuritori valoarea unei marimi de N ori, vom avea:

te,=tVv,te, 4.22
te, =tV e,
Se ridica la patrat aceste relatii si se aduna, obtindndu-se:
g =V, +e.+2v e,
2 2 2
g, =V, +e,t2v,-e, 4.23

2 2 2
gy =V, +e,t2v, e,

[gigi]: [Vivi]+ n-e, +2e, [Vi]



dar [v,]=0
rezulta ca:
[s:6]=[vv,]+n-e; 4.24

si tinand cont de relatia |£.& |=n? -2, se poate scrie:
11 m p

nZe2=[vv,]+n-e2 4.25
Deci:

4.26

Raportand aceasta valoare la cea a erorii medii patratice a unei singure masuratori se
poate observa relatia de legatura:

e =+—— 4.27
adica,

eroarea medie pdtraticd a mediei aritmetice se reduce proportional cu rdddcina
patrata din numarul de masuratori.

415 Prezentarea rezultatului masuratorilor

Rezultatul masuratorilor efectuate asupra unei marimi se poate prezenta sub forma:
X=M te 4.28

n care: - X este valoarea adevarata a marimii masurate
- M este valoarea medie sau valoarea probabila determinata
- € este una din erorile definite, respectiv m, e, e,

Pot fi marimi asupra carora se executa o singurd masuratoare. Pentru aceste cazuri In
relatia (4.28), M este valoarea masuratd (dupa eliminarea erorilor sistematice), iar €
este eroarea observatiei respective (eroarea instrumentului, de obicei). Semnificatia
egalitatii (4.28) constd in aceea ca valoarea adevaratd se afla intr-un interval de precizie
dat de inegalitatea:

M-e<X<M+e 4.29



Exemple de calcul

1. Consideram ca asupra unei lungimi au fost efectuate mai multe observatii de precizii
egale. Valorile observatiilor sunt:

0,=176.720m 0,=176.728'm 0, =176.723 m
0,=176.707 m 0,=176.725m 0,=176.731m

Se constatd ca in seria de determindri exista observatia O, cu valoarea mult diferita de
celelalte; rezultd cd asupra acesteia a actionat o eroare inadmisibila (greseald) si in
consecinta se elimina din prelucrare.

De asemenea, daca admitem o toleranta egala cu 1cm se observa ca nici valoarea Og NU
poate fi acceptatd, deoarece ecartul maxim este de 1,1cm si depaseste toleranta.

Celelalte observatii (O;, O, O,, O) pot fi prelucrate in continuare intrucat respectd
conditia:
A <T
Valoarea cea mai probabild a marimii masurate se obtine printr-un calcul de forma:
M — 0, +0,+0, +0q
4
Calculul practic al mediei aritmetice se face considerand o valoare de baza M, a

marimii masurate la care se adauga media aritmetica a diferentelor de forma (O;-M ).

Se constatd cd valoarea de baza poate fi considerata M ;=176.720 m, fata de care
avem diferentele:

0,-M;,=0

0,-M, =8mm
O,-M, =5mm
O,-M, =3mm

Cu aceasta obtinem:
M =M, +w :176.720m+@mm =176.724m

Pentru a stabili eroarea medie patraticd a mediei aritmetice se determind in continuare
erorile aparente si suma acestora, astfel:

v,=0,-M =-4mm
V;=0;,- M =+4mm



Conform primei proprietati a erorilor aparente se constata ca: [V] = 0, rezultand deci
ca erorile sunt corect determinate.

De asemenea se stabilesc patratele erorilor aparente si suma patratelor lor;

Se obtine:

[vv] =34

Eroarea medie patratica a unei singure masuratori, conform relatiei 4.13 este:

m= 11/43—41 = i‘/g—;' =113 = £3,3mm

Eroarea medie patratica a mediei aritmetice, conform relatiei 4.27 este

— 4+ 33 _
e, =+ =+1.65mm

rezultatul final al marimii masurate se prezinta cu ajutorul relatiei 4.28 sub forma:
X =176.724m £ 1.65 mm
Eroarea relativa a lungimii masurate este:

e = 165mm _ 1 ~ _ 1
r 176724 Li&724 = 100000

2. Sa se determine precizia necesard unui instrument de masurat unghiuri pentru ca din
patru masurdtori sd se obtind o precizie de + 10

Se foloseste in acest scop relatia 4.27 in care:

e,=+10"
n=4
Deci:

m =+ 10<+/4 = + 20

3. De céte ori trebuie masurat un unghi cu un teodolit a carui precizie este de + 10°
pentru a obtine o precizie de & 2% ?
Folosim relatia 4.27 n care:
m =+10%
— cc
e,=t2

10
Jn= > =5, rezulta N = 25 masuratori



4.1.6 Eroarea unei functii de marimi independente masurate direct

Se considera o functie diferentiabila:
F=F(M,M,,..,M,), 4.30

care contine valorile marimilor masurate direct, marimi care sunt independente.
Dorim sa determinam eroarea medie patraticd M a functiei de mai sus, datorita erorilor

argumentelor M, .
Daci s-ar cunoaste erorile adevarate &, atunci eroarea reala a functiei F, ar fi:

ge=F(M,+¢&, M,+g,,..., M +¢&)- F(M,M,,...M,) 431

(adicd, valoarea eronata - valoarea justa).

Tn practica, erorile &, au valori destul de mici, astfel incat derivatele de ordin doi si cele
superioare pot fi neglijate din dezvoltarea in serie Taylor facutd Tn vecinatatea
punctuluiO (M ,M,,....M )

Efectuénd calculele, vom obtine:

oF oF oF
Eg = & + E tot| ——| &, 4.33
M, ), M, ), M, )

Ridicand la patrat, insumand si tindnd cont ca suma produselor duble tinde citre zero
pentru un numar mare de determinari ale aceleasi marimi masurate M; se poate scrie
trecand la erori medii patratice:

2 2 2
m? :(iJ mf+( s j m§+....+(i] m? 4.34
M, ), M, ), M,

0

in care s-a inlocuit suma patratelor erorilor adevarate [8,:8,:] cu eroarea medie
patratica m 2

Relatia de mai sus exprima eroarea functiei de marimi masurate direct, cand acestea
sunt independente.

Aceasta expresie mai este cunoscuta sub denumirea de legea de propagare a erorilor si
mai poate fi prezentata sub forma:



2
me =+ (imj 435

4.1.7 Erori ale unor functii particulare

1. Se da funcria sub urmatoarea formd:

F=aXx +a,X, +...+a,X, 4.36
n care a, reprezinta coeficienti, deci valori constante, iar X; sunt necunoscutele.
Derivatele partiale rezulta ca:
JoF
X
Deci, eroarea functiei va fi
mZ =a’m? +a’m? +....+a’m? 4.38
F al 1 20002 T n'''n? '
m. reprezentand erori medii pétratice ale argumentelor.
2. Funcyia are forma:
F=xx X *....tX, 4.39
JoF
— =41 4.40
Xi
- 2 2 2 2
rezulta: meg =m; +m; +..m; 4.41
3. Forma functiei este:
F=f2 X £ X, £ ...... T X, 4.42
si
m =m,=.m =m 4.43
In acest caz eroarea functiei va avea forma:
mZ =n-m? 4.44

4. Un caz des ntalnit Tn practica este acela in care functia apare ca diferenta a doud
marimi masurate:

F=x - X, 4.45



Tn acest caz avem:

Me =y/m; +m; 4.46

m.=m~/2 4.47

dacd m, =m,, rezultd

Problema se poate pune §i invers:

cat de mari trebuie sa fie erorile absolute sau relative ale argumentelor, pentru ca
eroarea functiei sd nu depaseasca o0 anumita valoare data.

Avand de-a face cu o singura ecuatie cu N necunoscute, Tn practica se foloseste
principiul influenzelor egale ale erorilor, impunand urmatoarele conditii suplimentare:

JoF oF OF
| s S| M= s S| m, 4.48
1/0 2/0 n/o

Eroarea absoluta limita a functiei fiind cunoscuta, rezultd ca eroarea medie patratica a
unui singur argument va fi:

me JF
m =—/ 4.49
\/ﬁ ( M i]o

Exemplu:
Cu ce eroare absoluta trebuie masurate laturile unui dreptunghi cu dimensiunile:

a=380m ; b =100m
pentru ca suprafata sa si fie determinati cu o precizie de +1m?.
Rezolvare:
Suprafata dreptunghiului este
S=a-b
S =8000m’

Formula suprafetei este data de:

2 2
ms:i ﬁ .m§+ ﬁ .ms
Ja ob




Erorile argumentelor (respectiv laturile a si b)) vor fi:
m. = & ﬁ — i . 1 = 1 metri
2/ \ sa) V2 b 1002

b
"2/ éb) J2 a 802

(unde mg este precizia data prin tema).

4.2 MASURATORI DIRECTE PONDERATE

Consideram ca asupra unei marimi s-au executat mai multe masuratori de precizii
diferite, rezultand valorile M, M,,.....M | si erorile corespunzatoare m;,m,,.....m, .
Valoarea cea mai probabild a marimii respective se deduce, aducind cazul

masuratorilor ponderate la cel al masuratorilor de aceeasi precizie, caz In care stim sa
calculam aceasta valoare ca fiind media aritmetica a masuratorilor de aceeasi precizie.

In acest scop considerim ci fiecare valoare M, reprezintd media aritmetica din p;
masuratori fictive de aceeasi precizie. Erorile m; pot fi considerate ca erori medii

aritmetice si conform relatiei generale care ne da eroarea medie patraticd a mediei
aritmetice vom putea scrie:

m
e, =—
n
4.50
m, = Z __H

Cu u s-a notat eroarea medie patratica a unei masuratori fictive si din relatia (4.50)
rezultd cd toate masuratorile fictive sunt de aceeasi precizie, avand aceeasi eroare [f.
Masuratorile noastre initiale s-au transformat acum intr-un numar de[ p] masuratori

fictive de aceeasi precizie.
Valoarea cea mai probabild a marimii masurate va fi media aritmeticd a tuturor
masuratorilor fictive, adica:

_Myp +M,p, 4t M P, [pM] 451

Aceasta expresie poate fi dedusa aplicand si principiul metodei celor mai mici patrate:

[wW]=(M - M;)? 4.52



deci:

2
[pw]:[pi(M—Mi) ] 4.53
Minimul acestei relatii va fi:
2[pw]
=2M -|p|-2|pM [=0 4.54
IV [p]-2[pMm]
adica:
M = % (media ponderata) 4.55
P
Si in acest caz se poate folosi o valoare apropiata M, pentru simplificarea calculelor,
adica:
M=M,+M, 4.56
Se obtine astfel:
M =, + [PM] 457

Inmultind relatiile (4.52) cu P;s Pys-.... P, §1insumand, se obtine:

[pv]= M[p]-[pM] 458

Tinand seama de (4.55) rezulta:
[pv]=0 459

4.2.1 Calculul preciziei

a) Eroarea medie pdtraticdi a unititii de pondere (a unei masurdtori fictive cu
ponderea egala cu unitatea).

Din (4.50) avem:

u=m o o

Daca se considera p;, =1, rezultig=m, =m, =....=m,_, adicd u este o eroare

n?
medie patraticd corespunzatoare la ponderi egale cu unitatea, si poartd denumirea de
eroarea medie patratica a unitatii de pondere.



Eroarea medie patratica a unitatii de pondere va fi dedusa cu relatia cunoscuta din

wW —
cazul masuratorilor de aceeasi precizie 4 =t [—]1, in care Vv, =V;4/P; si
n —

reprezintd o marime omogenizata.
Deci:

[pv]

=t 4.61
n-1

b) Eroarea medie pdtraticda a mediei ponderate

[pM]
[P]

de marimi masurate direct, deci pentru evaluarea erorii se poate aplica relatia care
exprima eroarea unei astfel de functii:

, (6FY ., (oFY _, oF ',
mi=|—| -m+ Ml -m’
oM oM, M

0 0

Media ponderati exprimati de relatia (4.55), M = se prezinta ca o functie

Rezulta:
e = lz(pf-mf+p22-m22+ ..... +pZem?)=
[p]
1 (o4 o p : 1°)_ 4 -[p] o2
= — p —+ p —+ ......... + pn /| =
[DF( RS pnj [pf
adica:
__H 4.63

4.2.2 Determinarea ponderilor

Se poate demonstra ca in locul ponderilor se pot lua niste numere proportionale cu
acestea, fard ca rezultatul compensarii sa se modifice.
Din relatia (4.50):



2
Rezulta, p; = ,u_z
i
sau, la modul general:
__constanta
I m2

4.64

Ponderile se pot deduce astfel:

1. Dacd se cunosc valorile m;, atunci ponderile se vor calcula cu relatia (4.64)
Constanta de proportionalitate se poate lua:
a) cel mai mic multiplu comun al pétratelor erorilor m,, astfel incat si rezulte

pentru ponderile p,;, numere intregi

b) 10", n fiind un numir intreg astfel ales, incit ponderile si rezulte ca
numere comode pentru calcule, de obicei cuprinse fntre 107 si 102.

2. Daca in loc de erorile m; ale masuratorilor se cunoaste faptul ca masuratorile M,
au fost obtinute ca niste medii din mai multe determinari de aceeasi precizie, de
exemplu, M, a rezultat din n, masuratori, M, din N, masuratori si asa mai
departe, atunci ponderile vor lua drept valori chiar aceste numere n;, n,,....,n, .

3. Cand se cunosc erorile medii patratice ”M; ”, ponderile se mai pot determina si in

mod relativ, fata de una din ele care se ia ca unitate, astfel:

2
pi ml
ml

sidaca p, =1, rezultda p, =—
m

p1: 2; p2:
1

Exemplu:

Cota unui punct nodal determinatd din patru drumuiri de nivelment geometric este
trecutd in tabelul de mai jos, impreuna cu lungimile drumuirilor respective.

Sa se calculeze valoarea cea mai probabild a cotei punctului nodal cét si precizia de
determinare a acestei cote.

Valoarea aproximativa este considerata M, =102,42m



Nr. | Cotapct. | Diferenta | Lungime | Pondere P - X| V. = P -Vvi| p: V2
crt. nodal X = D, oo i MY
M. ' ' M, - M,
' M; - M, (cm)

1. 102,50 8 10 0,10 0,80 +6 0,60 | 3,6
2. 102,42 0 2 0,50 0,00 -2 -1,00 | 2,00
3. 102,46 4 5 0,20 0,80 +2 0,40 | 0,80
4, 102,44 2 1 1,00 2,00 0 0 0

3. 1,80 3,60 6,40

1. Stabilirea ponderilor:

const.

m-2

S-avazutca p; =

dar, in cazul nivelmentului geometric se stie ca: M; = a./ Li
. const.
decii  p,=—;

a’L,

Considerand constanta egala cu a’ pentru comoditatea calculelor, valoarea finald a
ponderii este data de relatia:

1
P = fl
2. Calculul mediei ponderate — ca valoare cea mai probabila a cotei cautate:
M=M, +M :102,42m+@cm =102,44m
[p] 180
M =102,44m

3. Calculul erorii medii patratice a unitatii de pondere (sau eroarea pe km):

== /—[pV\i] =t /6740 =11,46¢cm
n_

4. Calculul erorii medii patratice a mediei ponderate:

ey =% p__, 146 =11,08cm

“ Mol 180

Prezentarea rezultatului final:

M =102,44 £0,01m




4.3 DETERMINAREA ERORILOR iN UNELE OPERATII TOPOGRAFICE

4.3.1 Transmiterea erorilor unghiulare intr-o drumuire planimetrica:

X
®W
/’// An
0)3 T
A A S
A3
0 Y

Fig.4.1 Drumuire planimetrica

Fiind data drumuirea planimetrica din figura de mai sus, Tn care au fost masurate
unghiurile orizontale @,,®,,.....,@, si in care se cunoaste orientarea initiala &, (a
unei directii de referinta A; - R), se cere sa se afle eroarea in orientarea unei laturi
oarecare (m, ).
Rezolvare:
Notand cu 6,,6,,.....,0, orientarile succesive ale laturilor se poate scrie:

6, =06, +w,

0, =0, +200° + w, —400° =0, + @, + w, — 200° .

0,=0,+w, +w, +....+ o, £k -200°

unde kK este un numar intreg.
Rezulta deci ca orientarea laturii finale este functie de unghiurile orizontale masurate

Wy, Wy ,....., @, , adicd:
0=0(0,0,,...,0,) 4.66
Aplicand eroarea unei functii vom avea:
Me’= M2+ Mmy2+...+m,2 4.67

Consideram Tnsa ca toate unghiurile au fost masurate cu aceeasi precizie, adica
m, =m, =...=m,, obtinandu-se astfel:



me=m /n 4.68

Aceasta relatie poate fi folosita si pentru stabilirea tolerantei T = a\/ﬁ , unde a
reprezinta eroarea limita si se ia de obicei, & =2,5m - 3m.

4.3.2 Transmiterea erorilor Tn nivelmentul trigonometric

Tn nivelmentul trigonometric se masoara unghiul de panta o si distanta D n vederea
evaluarii diferentelor de nivel. Aparatul folosit este tahimetrul.

Diferenta de nivel - neglijand influenta curburii Pamantului si a refractiei atmosferice
va fi:

Ah=D-tga 4.69
Eroarea acestei functii de marimi masurate direct se poate calcula folosind relatia:
FINON oAhY
mi, = mZ+| ——| -m? 4.70
oD a

Efectuand derivatele partiale si inlocuindu-le Tn formula (4.70) rezulta:
2

2 2 2 2
my, =tg. -mg + -m 4.71
Ah o D COSAC( o
Eroarea m, este exprimatd in radiani; de obicei aceasta se va exprima in secunde,

astfel ca:

14

m o .
m rad:—”; (" este factorul de transformare in sistemul sexagesimal
Yo,

a

si are valoarea 206265")

cc

m I
m ™ =—2_ (p este factorul de transformare in sistemul

a cc

centesimal si are valoarea 636620°)
Expresia (4.71) devine:

” 2

1 1 2 [m
m,, = =sin2a-m +| —<=-.D 4.72
Ah COSZCZ [2 Dj "

Observayie:

Tn geodezie unghiul de panti « este relativ mic, astfel incat cos?a ~1;

rezulta ca primul termen are pondere mica in raport cu cel de-al doilea, deci eroarea n
nivelmentul trigonometric este proporgionald cu distanta D.



4.3.3 Transmiterea erorilor in nivelmentul geometric
a) Eroarea pentru un niveleu

Diferenta de nivel in nivelmentul geometric este datd de diferenta citirilor (lecturilor)
pe mira, Tnapoi si inainte:
Ah=a-b 4.73

Aparatura folosita este nivela si mira (fig.4.2).
Considerand ca nivelmentul se executd de la mijloc si cd my = m, = m, adica
masuratorile sunt de aceeasi precizie, rezultd ca eroarea in diferenta de nivel va fi:

m,, =m/2 4.74

Fig.4.2 Niveleu
b) Eroarea pentru o drumuire de nivelment

Urmatoarea drumuire de nivelment geometric este compusa din n niveleuri egale
(niveleu = distanta dintre punctele de drumuire).

Fig.4.3 Drumuire de nivelment geometric



Diferenta de nivel totala va fi:
AH = Ah, + Ah, +.....+ Ah,

iar eroarea totala:
My, =M +m, +...+m 4.75

Tntrucat s-a considerat ca toate niveleurile sunt egale rezulta:
m=m,=..=m =m 4.76
Deci: m,, =m,~/n 4.77
Daci se noteaza cu |, lungimea unei portee (distanta dintre mira si aparat), iar cu L
lungimea totald a drumuirii, atunci numarul de niveleuri n va fi:

L

n=— 4.78
R 2l
In acest caz eroarea totala se mai poate exprima sub forma:
L m,
m,=m |—=——- 4.79

Pentru o drumuire data, executata cu un anumit instrument, de un anumit operator si cu

my
V21

ca fiind o constantda notata

lungimi de portee egale, putem considera cantitatea

m, ; relatia (4.79) devine in acest caz:
My, = mMy/L 4.80
Daca L este exprimat in km, atunci m, reprezinta eroarea pe kilometru.

4.3.4 Eroarea medie patratica pentru o distanti

Daca notam cu | lungimea instrumentului de masurat (panglica, ruletd), si cu L
lungimea totala a distantei ciutate, | se va cuprinde in L de n ori:

L=1Il+1l,+..+1,, (denori) 4.81
unde I,=1,=....=l,sideci L = n |
Eroarea medie patratica in determinarea distantei va fi:
m.=m-~/n 4.82
L
dar n =T, rezultd me=" /L 4.83

Ji



5. COMPENSAREA MASURATORILOR INDIRECTE

La acest tip de masuratori, valoarea marimilor pe care dorim sd le determinim se
obtine prin intermediul altor marimi masurate direct, marimile masurate direct si cele
de determinat fiind functional dependente Intre ele.

Cazul general:

Se considera M, M7 ..M ca valori medii ale unor mirimi determinate direct

(rezultate din masuratori directe), iar X;,X,,.....X;,, mdrimi ce urmeazd a fi

determinate indirect.
Presupunem de asemenea ca relatia dintre aceste 2 tipuri de marimi este exprimata de:

M2 +V, = F (X, Xy een, X ) 5.1
i=12...n si n>h
Relatia N > h (adica numarul ecuatiilor si fie mai mare decat numirul necunoscutelor)

se impune in vederea depistarii eventualelor greseli cat si pentru marirea preciziei.
Problema care se pune este, ca din sistemul (5.1) sa se deduca cele mai bune valori

Daca masuratorile M i° ar fi perfecte (neafectate de erori), acest sistem s-ar prezenta
sub forma:

M2=F.(X,, Xppeees X)) 5.2
i=12...n; n>h
Acest sistem ar fi compatibil si rezolvabil in raport cu necunoscutele X, X,,....., X,

deci, operatiile de masurare s-ar reduce la atdtea masuratori cate necunoscute sunt. In
practica insd, masuratorile de orice natura sunt afectate in mod inerent de erori.
Datorita acestor erori de masurare, sistemul (5.2) este incompatibil, de aceea marimilor

masurate direct trebuie sd li se aplice niste corectii V,, astfel ca sistemul sa devina

compatibil in raport cu necunoscutele X;, X,,....., X;, -

Valorile cele mai probabile ale corectiilor se determina aplicind metoda celor mai mici
pdtrate. Deci, marimile V; reprezintd corectiile ce trebuiesc aplicate marimilor
masurate direct, pentru a fi satisfacute toate ecuatiile de tipul (5.1) ce pot fi intocmite
pentru rezolvarea unei anumite probleme.

Metoda celor mai mici patrate se ocupa deci cu compensarea erorilor de masurare,

determinandu-se valorile cele mai probabile pentru marimile mdsurate, cdt si erorile
medii la care ne putem astepta.



Determinarea acestor valori probabile este conditionatd de minimul sumei patratelor
erorilor luate fatd de o marime de referinta (M ).

5.1 LINIARIZAREA ECUATIILOR

In majoritatea cazurilor functiile F; din relatia (5.1) nu sunt liniare, compensarea fiind
foarte greoaie. Pentru usurarea calculelor de compensare, aceste ecuatii se aproximeaza
cu niste ecuatii liniare, obtinute prin dezvoltare 1n serie Taylor, in vecindtatea unor

valori Xi0 , apropiate de cele adevarate.
Valorile probabile ale necunoscutelor vor fi in acest caz:

X. :Xio +Xi 5.3

unde, 1=12,...,nsi X; reprezinta corectii ce urmeazd a fi determinate in procesul
de compensare si apoi addugate valorilor aproximative Xi0 in vederea obtinerii

valorilor celor mai probabile ale marimilor cautate, X, .

Aceste corectii insa, trebuie sa fie suficient de mici, astfel incat in dezvoltarea in serie
Taylor sa putem neglija termenii de ordinul II si mai mari.
Introducand relatia (5.3) in (5.1) obtinem:

Mi°+vi:Fi(X1°+x1, X2+ Xy, erinny Xﬁ+xh) 5.4

Deci, corectia va avea valoarea:
Vi = (X% X%, ey X0+ %, )~ MO 55
Dezvoltand aceastd expresie in serie Taylor si neglijand termenii de ordinul II si

superiori, rezulta:

v = (XS X2, o XO) = MO+

( OF, J
+ X 5.6
Xy ),

OF, ok,
+ X+ - X,
Xy ), X, )
(ﬁFiJ [aFiJ (ﬁF'J
LA Ry N i
X )y 7% )y .

':i(X10+X1, X5 4 Xy wevnny Xr?+Xh)— M2 =1

+

5.7



Cu aceste notatii expresia (5.6) devine:
v.=ax +bx, +...hx +1 5.8
(i=12,...n; n>h)

Aceasta relatie poarta denumirea de sistemul liniar al ecuatiilor de corectii.

Observatii:
o Fiecare masurdtoare genereaza cate o ecuatie de corectie.
e Din expresiile coeficientilor si a termenului liber (5.7) se observa cd marimea

= = 1: 0 . o .. . <A
masuratd direct M, , deci cea care este afectatd de erori intervine numai in

termenul liber.
Rezulta deci, ca eroarea unei ecuatii de corectii este egald cu eroarea termenului

liber, iar coeficientii &;,b;,.....,h; se considera constante lipsite de erori.
e Daci marimile misurate direct M? sunt determinate cu aceeasi precizie,

atunci si ecuatiile sistemului liniar vor fi de aceeasi precizie.

e Sistemul liniar poate fi Inmultit cu aceeasi constantd, rezultatul final ramanand
neschimbat. In cazul in care ecuatiile sistemului liniar ar fi inmultite cu
constante diferite, s-ar modifica si ponderile in mod diferit.

o Sistemele ponderate (de precizii diferite) pot fi reduse la sisteme neponderate,

daca fiecare ecuatie se multiplicd cu 4/ P; , adica:

\7i:vi\/E:ai\/E-x1+bi\/E-x2+....+hi\/a-xh+li\/Fi 5.9

Acest nou sistem poartd denumirea de sistem de ecuatii omogenizate si au
toate ponderea egald cu 1.
e Din expresia termenului liber (5.7) rezulta regula practica de calcul a acestuia:

Fi(xlo+x1, X2+ Xy, e ,x,?+xh)— MO =1, 5.10
Termenul liber = valoare calculata - valoare masurata
5.2 NORMALIZAREA ECUATIILOR
5.2.1 Compensarea masuritorilor indirecte de aceeasi precizie
Din sistemul liniar al ecuatiilor de corectii dat de (5.8) in care presupunem ca toate

ecuatiile au aceeasi pondere, valorile cele mai probabile ale corectiilor se deduc
utilizand metoda celor mai mici patrate, adica:

[w] = min. 5.11

Daca in acest sistem Inlocuim valorile corectiilor V; obtinem:



[WW]=V2 V2 4.+ V2 = (ax +bX, +..+ hx, +1)% +
+(a,% +byX, +...+hyx, +1,)° +

+ (a,x +b %, +...+h x +I ) =minim

Aceasta reprezinta o functie de X, adica:
W)= F(x, %X, ... X, ) 5.12

Pentru determinarea minimului acestei functii de mai multe variabile, trebuie ca
derivatele partiale de ordinul intai ale functiei in raport cu fiecare din necunoscute sa
fie zero.

Efectuind aceste derivate obtinem:

F
oF _ 2a, (a, X, + b X, +...+hx, +1,)+
29
+2a,(a,X +b,x, +....+h,x, +1,) + 5.13
Foe e +

+2a,(a,x +b.X, +...+hx, +1,)=0

sau: [av]=0 5.14
IF _ 2b, (a,x, +b X, +....+hx, +1,)+
X,
+2b, (a,%, +b,X, +....+ h,x, +1,) + 5.15
F +
+2b, (a,x, +b.x, +....+hx, +1,)=0
sau: [ov]=0 5.16

Analog se calculeaza si celelalte derivate, ultima fiind:

oF _ 2h, (a,x, +byx, +....+hx, +1,)+
I Xy,
+2h,(a X, +b,x, +....+h,x, +1,) + 5.17
+ +

+2h,(a,x, +b, X, +...+h x, +1,)=0
sau: [hv]=0 5.18



Anularea derivatelor partiale de ordinul intdi determind punctele stationare ale unei

functii care sunt in acelasi timp puncte de minim, adica derivata de ordinul II este

pozitiva,

Efectuand calculele in (5.13), (5.15), (5.17) si trecand la notatiile Gauss, obtinem:
[aa]x, +[ab]x, +....+[ah]x, +[al]=0

[abJx, +[bb]x; +....+ [oh]x, +[b1]=0 5.19

[ah]x, +[bh]x, +....+ [hh]x. +[hl]=0

Sistemul (5.19) poartd denumirea de sistem normal al corectiilor.
Matricea coeficientilor acestui sistem este simetricd, deci nesingulard. Rezultd ca
sistemul admite solutie care este unica.

Prin rezolvarea acestui sistem, se determind corectiile X; care aplicate valorilor
apropiate X i° dau valorile cele mai probabile ale necunoscutelor:

X, =X +x 5.20
De asemenea, cu ajutorul corectiilor X;se pot deduce si valorile v; ce vor fi aplicate

marimilor masurate M ”:
vV, =a,X, +bX, +...+hx, +1. 5.21

Determinarea practica a coeficientilor si a termenilor liberi ai ecuatiilor normale se face
n tabele intermediare de forma:

1.Tabelul coeficientilor ecuatiilor de corectii

Nr. a b; h; l; Si Control
crt.
1 a; b, h; l; Si Si=ag+ bi+...+
h1+ Il
2 ado b2 h2 |2 S,
n an b, h, I, Sh Sp=any+ byt+.....+
h,+ I,
57
z ] /o] M N 3 | =]+ ]+
M+ ]




2.Tabelul coeficientilor ecuatiilor normale

Control :[aS] =
f@aaj | [abJ /ah] /al] [aS] f@aaj + [abj+..+
/ahj+ fal]
[bS] = /abj +
[bb] | .. | [bh] | [bf [bS] | /bb)+...+/bh]+
[bI]

— :[ah] _
[hh] | [hi] [hS] | [bh]+ ..+ [hh] +
[hi]

[ [1S] control

5.2.2 Compensarea masuritorilor indirecte ponderate

in sistemul liniar al ecuatiilor de corectii (5.7) presupunem ci ecuatiile au precizii
diferite deci, ponderi diferite.

Valorile cele mai probabile ale corectiilor in acest caz se obtin utilizdnd de asemenea
metoda celor mai mici patrate, adica:

[pvv]= min. 5.22

Daca in acest caz inlocuim valorile corectiilor V; obtinem:

2 2 2 2
[pVV]= PLVL + PoVs et PV = Pr(agXy B+ hy X + 1) +

+p,(a,% +b,X, +...+h,x, +1,)% + 5.23

+p,(@,% +b %, +...+h x, +1 )’ = minim

Si 1n aceasta situatie relatia (5.23) reprezinta o functie de X, adica:
[pw]= F (%, X5 s %, ) 5.24
Pentru determinarea minimului acestei functii de mai multe variabile, trebuie ca

derivatele partiale de ordinul intai ale functiei in raport cu necunoscutele sa fie zero.
Efectuand aceste derivate obtinem:



oF _ 2p,a, (ax, +b X, +....+hx, +1,)+
IX
+2p,a, (a,X +b,%, +....+hx +1,) + 5.25

+2p,a,(@,x +b.x, +..+h x, +1,)=0

sau: [pav]=0 5.26
IF _ 2p,b, (ax, +b X, +....+ hyx, +1,)+
X,
+2p,b, (% +0b,x, +....+h,x, +1,)+ 5.27
Fo e +

+2p,b,(a,x +b,X, +....+h.x, +1,)=0
sau: [pbv]=0 5.28

Analog se calculeazi si celelalte derivate, obtinandu-se:

F 2p,h (ax, +b,x, +....+hx, +1,)+
I Xy,
+2p,h, (8% +b,x, +....+ X, +1,) + 5.29
Fo e +

+2p,h, (@, x, +b.x, +...+h x, +1.)=0
sau: [phv]=0 5.30

Efectuand calculele in (5.25), (5.27), (5.29) si trecand la notatiile Gauss, rezulta:
[paa]x, +[pab]x, +....+[pah]x, +[pal]=0

[pab]x, +[pbb]x, +....+[pbh]x, +[pbl]=0 e a1

[pah]x, +[pbh]x, +....+[phh]x, +[phl]=0

Sistemul (5.31) poartd denumirea de sistem normal al corectiilor in cazul
mdsurdtorilor indirecte ponderate.
Prin rezolvarea acestui sistem, se determina aceleasi corectii X; care, aplicate valorilor

apropiate X i° ne dau valorile cele mai probabile ale necunoscutelor:



X, =X¢

+X;

5.32

De asemenea, cu ajutorul corectiilor X;se pot deduce ulterior valorile v, ce vor fi

aplicate marimilor masurate M °:
vV, =a X, +bx, +...+hx, +1

5.33

Determinarea practicd a coeficientilor si termenilor liberi ai ecuatiilor normale se face
in tabele asemanatoare celor de la masuratorile indirecte de aceeasi precizie, si anume:

1.Tabelul coeficientilor ecuatiilor de corectie

Nr. crt. Pi a; bi hi Ii Si Control
1 P1 a; b]_ hl |1 Sl Slz a;+ b1+ ..... + h1+ I]_
2 P2 s b2 h2 |2 SZ
N | p,lan|b, h, | 1, | S, Su= Ayt Dyt ot it |,
57
2 SR wCIANLY JWawU 2| =]+ pjt. ]+ ]
2.Tabelul coeficientilor ecuatiilor normale:
Control: [paS] = /paa/+
/pab]
[paa/ | [pab] [pah/ | /fpal] | [pas] +...+ [pah/
+/pal]
[pbS] = /pab/ + [pbb] +
[pbb] [pbh] | [pbl] | [PbS] |...+ [pbh] + [pbl]
[phS] = /pah/ + [pbh] +
[phh] | [phl] | [phS] |..+ [phh] + [phl]
[pll] | [pIS] control




5.3 REZOLVAREA SISTEMELOR DE ECUATII NORMALE

Metodele de rezolvare a sistemelor liniare se Impart in doua grupe:

1.Metode exacte, care dau un algoritm finit pentru calculul solutiei (exemplu: regula
lui Cramer, metoda eliminarii succesive a lui Gauss).

2.Metode iterative, care permit gasirea solutiei cu o eroare oricat de mica dar nenula
printr-un proces unic numit proces de iteratie.

Metodele iterative sunt simple si comode in cazul in care se folosesc calculatoarele
electronice.

Pentru practica geodezicd se foloseste cu succes rezolvarea sistemelor de ecuatii
normale prin metoda eliminarilor succesive a lui Gauss.

Principiul metodei:
Consideram un sistem normal de 3 ecuatii:

[aa]x, +[ab]x, + [ac]x, +[al]=0
[ab]x, + [bb]x, + [oc]x, + [bl]=0 5.34
[ac]x, +[oc]x, +[cc]x, +[cl]=0

Metoda de rezolvare consta in reducerea de necunoscute, prin eliminari succesive:
Din prima ecuatie a sistemului (5.34) se scoate necunoscuta X; si se introduce in

_ [ab] y [ac]  [al]

celelalte doua:

[aa] * [aa] ® [aa]

a][ - 0L el Al b, + foc, + o]
o] - {20, - (b - 2 |+ oble + ok + bi)-0

[ab]' _lablac], _[abJal] pr | el + bi]= o0

X

[aa] ™ [aa] T [aq]
{[bb]— [;]] }xz . {[bc]— [aFa]LT]}Xs ; {[b - [ab][a']} 0

[aal

Tn cea de-a treia ecuatie vom obtine: 5.35



[ac][ [ab]x _ ac] X, — [al]}L [bc]x, +[cc]x, +[cl]=0

[aa] * [aa] ™ [aa]
[ab][ac] B L O ) U S N
[2a] a] © Jaal +[be]x, + [ec]x, +[c1]=0

el 1

Se fac urmatoarele notatii:

[bb] - [E;;]] [bb.1]
[bc]—%z[b 1]
[bl]- [a[ba]g"’i'] [b1.1] 5.36

e [a[cggaic] [cc.1];
lol]- [T][T] [c1.1]

Aceste expresii poarta denumirea de algoritmi Gauss de ordinul | .
Cu ajutorul lor, ecuatiile se vor scrie:

[bb.1]x, + [bc.1]x, + [bl.1]=0
[be.1]x, +[cc.1]x, +[cl.1]=0
Tn continuare, vom elimina necunoscuta X, procedand analog:

5.37

din prima ecuatie se scoate X, si se inlocuieste 1n cea de-a doua:
[bc.1]  [bl.1]

X3 —
[bb.1] ™ [bb.1]

[bc.l](— [be.1] Xy — [bl'l]j+ [cc.1]x, +[cl.1]=0

[bb.1] ™ [bb.1]

_ [oc.1f « [bc.1]bl.1]
[bb.1] ©°  [bb.1]

{[cc.l]— [ﬁcblil]; }xg + {[cl A]- [bc[blt])[til]l]} =0

X, =—

Rezulta:

+[cc.1]x, +[cl.1]=0 5.38




Adoptand urmatoarele notatii:

2
[cc.1]- % =[cc.2]
PR it LI IS
[bb.1]
care poarta denumirea de algoritmi Gauss de ordinul II, ecuatia finala va fi:
[cc.2]x, +[cl.2]=0 5.39
Deci: X; = —% 5.40

Prin eliminari succesive am reusit s aducem sistemul la o forma triunghiulara.
Pornind in ordine inversd, se determind apoi X, si X;.

Toate calculele se fac intr-un tabel numit schema Gauss
Relatia de verificare a solutiilor obtinute:

[(s-1)x]=-1] 5.41

Aceasta relatie se obtine prin insumarea tuturor ecuatiilor (5.34), adica a elementelor
respective de pe liniile ecuatiilor din schema.

Solutiile se mai pot verifica introducandu-le in toate ecuatiile, pe care trebuie s le
satisfaca. Aceasta verificare va fi satisfacuta in limita preciziei de calcul - precizie care
depinde de numarul de cifre utilizat in calcule, de numarul ecuatiilor si mai ales de
conformarea sistemului.

Se prezintd mai jos modul de calcul in schema Gauss:

a) se inscriu coeficientii ecuatiilor normale pe liniile:

-pentru ecuatia I in linia (1)

-pentru ecuatia Il in linia (3)

-pentru ecuatia III in linia (6)

Datorita faptului ca sistemul este simetric e suficient sd se inscrie coeficientii de pe
diagonala si cei de deasupra.

b) Se imparte linia (1) cu coeficientul -[aa], obtindndu-se linia (2) care nu reprezintd
altceva decdt prima ecuatie eliminatoare (5.35)
c) Linia (4) care reprezintd ecuatia sistemului redus odatd se obtine astfel:

ab]

-se ia drept PIVOT elementul din linia (2) coloana (2), adica — h se inmulteste succesiv
aa

cu elementele din linia (1) , iar la aceste valori se adauga coeficientii din linia (3).



exemplu:
lob.1] =~ 2L fab] + [ob)]

laa

Se va face obligatoriu controlul: [bb.1]+[bc.1]+[bl.1]= [bs.1]

Schema Gauss redusd

[aa] | [ab] lac] lat] [as]
-1 [ab] [ac] [a|] [as] se face control
[pa] | [ee] | [aa] | [ea]
X= [bb] [bc] [bt] [bs] :
[bb. 1] [bc.1] [bl.1] [bs.1] control
1 [bed] [bl1] [bs1] control
([bba] | [bby] | [bbd]
c] o] o]
[cc.2] [cl.2] [cs.2] control
-1 [cl.2] [cs.2] control
- [cc.2] - [cc.2]

d) Linia (5) rezulta din linia (4), care se imparte cu — [bb.l] reprezentand din nou o

ecuatie eliminatoare.
e) Pentru deducerea algoritmilor Gauss de ordinul Il din linia (7) - linie ce reprezinta
ecuatia redusa de doud ori 2.72, se procedeaza astfel:
-se vor considera doi pivoti si anume:
[ac] [bc.1]

elementul din linia (2) coloana (3), adica —m si —[—. Acesti pivoti se
aa

inmultesc succesiv cu elementele din linia de deasupra lor, se aduna aceste produse si
apoi se insumeaza si cu elementele corespunzatoare din linia (6).

exemplu:
C :—Mx al |+ —[bc'l]x +]c
02]~ (2} o] { = [bl.l]} o]

Controlul obligatoriu al acestei linii (7) este:




[cc.2]+[cl.2] = [cs.2]
Linia (8) se deduce din (7), impartind-0 pe aceasta cu - [CC.Z].
Se deduc necunoscutele in urmatoarea ordine:

cl.2
-din linia (8) rezultd direct X; = —u

[cc.2]
-din linia (5) se deduce X, , iar din linia (2) se determina si X;.

5.4 CALCULUL PRECIZIEI

o Eroarea medie pdtratica a unei singure mdasurdtori

Pentru deducerea acestei erori vom reduce mai intdi problema la cazul masuratorilor
directe si anume:

in cazul masuratorilor directe, avand de determinat o singurd necunoscuta X, sistemul
liniar al ecuatiilor de corectii se poate scrie sub forma:

ax+l=v, 5.42
i=12,...n

Eroarea medie patratica a unei singure masuratori, este datd de relatia cunoscuta

/|vv|
m=x=+ 1 5.43
n—

iar pentru masuritorile ponderate, eroarea medie patraticd a unitatii de pondere:

7 :i‘/—[pvv] 5.44
n-1

La masuritorile indirecte, sistemul liniar al corectiilor are forma:

v, =ax +bx, +....+hx, +1

i=12,..,n ; nx>h
Pentru a reduce la cazul unei singure necunoscute va trebui ca din sistemul (5.45) sa
eliminam (h—1) necunoscute.

5.45

Astfel, vom rdaméne cu N— (h —1) ecuatii cu o singurd necunoscuta. Aplicand formula

(2.45), rezulta eroarea medie patratica a unei singure masuratori, in cazul masuratorilor
indirecte:

m== |— 5.46



In cazul ponderat, eroarea unitatii de pondere:

=+ /_['OVV] 5.47
n—h

Pentru fiecare masuratoare reala M, in cazul determinarilor ponderate gasim eroarea

medie patratica aferentd m;:

Y7,

m =— 5.48

i \/F.

VvV
Avénd in vedere ca y ==, /—[ph] , rezulta:
n —

m =+ [PV 5.49

P; (n - h)

e FEroarea medie pdtratica a necunoscutelor

Deoarece necunoscutele X, au fost descompuse in: X; = X +x., i =1,...,h

unde valorile Xi0 au fost alese arbitrar (respectand conditia ca ele sa fie suficient de
apropiate de valorile probabile X,), la o compensare, aceste valori Xi0 fiind
importante, erorile medii patratice ale necunoscutelor X;, vor fi egale cu erorile medii
patratice ale corectiilor.

S-a aratat ca eroarea unui termen liber este egald cu eroarea marimii masurate M ”; pe
de alta parte, corectiile X;, obtinute prin rezolvarea sistemului normal sunt dependente,
ca urmare a prelucrarii in bloc a sistemului ansamblului de marimi masurate M.
Deci, pentru obtinerea preciziei lor, nu se poate aplica direct formula erorii unei functii
de marimi independente. Vom exprima astfel fiecare corectie X; ca o functie liniara de

termeni liberi (care sunt independenti).
Se considera sistemul normal:

[paa]x, +[pab]x, +....+[pah]x, +[pal]
[pab]x, +[pbb]x, +....+ [pbh]x, +[pbl]

0
0
5.50

[pah]x, +[pbh]x, +....+[phh]x, +[phl]=0



Conform regulii lui Cramer, o necunoscuta oarecare:

[paa}. {pat ). {pan]
[pab}. {po . fpon]
| [pan]. o] [om]
'~ [paal-[peb]..[p)
[pab}. {poo]..[pon]
[pan]. {pon]. [onn]

5.51

Dezvoltand determinantul de la numardtor dupd coloana J, apoi notand cu D

determinantul si cu Aij complementii algebrici ai sistemului obtinem:

=% =%{[pa|]A,- +[pbl]A,; +...+[phl]A, |

numiti coeficienti de pondere, ei nefiind altceva decét elementele matricei inverse.
Vom obtine:

i=1

n
sau: -X; =Y ajl;
i=1

unde: ¢, =(ainj +0Qy +. hith)pi

Calculand eroarea functiei(5.54), rezulta:

My =My +a;m; +...+ ooy
1 aa
dar: mf == deci: m> :y{—}...
P : p

ao
Se demonstreaza ca {— = ij ,
p

si reprezintd elementele de pe diagonala principala a matricei inverse.
Eroarea medie patratica a unitatii de pondere va fi:
pvv

=+
H n—h

unde Qj; sunt coeficienti de pondere (j =12,

5.52

5.53

5.54

5.55

5.56

5.57

.h)

5.58



Schema Gauss extinsda pentru rezolvarea sistemului normal §i calculul preciziei

X X; Xq | -E f S
[aa] | [ab] | [ac] | [al] -1 0 0 f, S,
N I B N CTR 0 0 I
[aa] [ea] [aa] [aa] ! [aa]
x,= | [ob] | [bc] | [bl] 0 -1 0 f, S,
[ob.1] | [bc.1] | [bl.1] By -1 0 | [f,.] | [5..]
] [bcd] [b11] N 1 0 [f,1] | _5:4
[obx] | [bby) | [oby] | [bb] “bby | o
x,= | [ec] | [el] 0 0 ~1 f, s,
[cc.2] | [c1.2] M R -1 | [f,,] | [S:]
-1 [c1.2] M R 1 [f32] [s,2]
_ @ [cc.2] [cc2) [cc.2) - [cc.2] [cc.2]
X3 = ["] Q= Qp=| Qu=| Q=
[11.3]

-

Acesti coeficienti de pondere pot fi dedusi tot cu ajutorul schemei Gauss astfel:

e 1n coloane suplimentare atasate schemei, se inscrie matricea (-E).

e se extind operatiile din faza de reducere si la aceste coloane.
In fiecare coloand suplimentard se inmultesc termenii de pe linia rosie (linia care
ncepe cu -1) cu elementele de deasupra lor, se insumeaza si se iau cu semn schimbat,
aceasta valoare reprezentand coeficientul de pondere respectiv.

5.4.1 Eroarea medie patratica a unei functii de méarimi
determinate indirect

Fie data functia:
F =F(X,Xp,0000, X, ) 5.59

in care: X}, X,,..., X, reprezintda marimi determinate indirect, in functie de marimile

masurate direct M, M,,....., M.
Se pune problema sa determinam eroarea medie patratica a acestei functii datorata
erorilor argumentelor X;. Vom cauta sd exprimdm aceste necunoscute X; in functie de

termenii liberi |, ai ecuatiilor de corectii, deoarece acesti termeni liberi sunt



independenti; ei contin erori iar eroarea medie patraticd a lor este egald cu eroarea
medie patraticd a marimilor masurate direct.

(Se cautd acest lucru, deoarece necunoscutele X; sunt mdrimi dependente fiind

determinate indirect si Th acest caz nu se poate aplica formula transmiterii erorilor
definita in cazul masuratorilor independente).
In general functia (5.59) nu este liniard impunandu-se aducerea ei la aceasta forma prin

dezvoltare in serie Taylor in jurul valorilor aproximative X, =X’ +X;, unde
(i=12..,h).
Efectudndu-se calculele se obtine:

h
F (X + X, XS 4 Xy oo, X+ %) = F (X0, XS0, X +Z(EJ X, +1 5.60
i=1 i 0

unde t reprezinta suma termenilor de ordin superior din dezvoltare care se neglijeaza.

Se fac notatiile:
F(xf,xg,.., x,?): f,

JF ¢ 5.61
IX ), o
Relatia (5.60) devine in acest caz:
F="f+fx+fx +..+fX, 5.62

Corectiile X; sunt deduse cu ajutorul regulii Cramer:

=X :[aI]Qlj +[b|]Q2j +...+[h|]Qhj
i

incare Q, =
' D

Punand in evidenta termenii liberi (cei care contin erori) se obtine:
h

_Xj :;(ainj +lezj +.o.t hith)Ii 5.63

j=12,...,h
Deoarece eroarea unei ecuatii de corectii este egala cu eroarea termenului liber,
coeficientii a,, bi yerers hi pot fi considerati drept constante lipsite de erori.
Notam aceste constante cu:

o =aQ; +bQ, +....+ hith
ﬂi = ainz + binz to.t hith

5.64



Relatiile (5.63) devin:

—X = [a I]
% =[A1] 5.65
—X, = [a) I]
Introducand valorile acestor corectii X; in (5.62) rezulta:
F=f, —Zn:(flai +F,8 4t fLo ), 5.66

i-1
Acestei relatii i se poate aplica formula erorii unei functii de marimi independente:

f°Q,+2f,£,Q,+..+2f f.Q, +

m2 =m? + £7Q, + . +2f,fQ, + 5.67
+ f7Qu,
Trecandu-se la algoritmii Gauss:
1
mZ = — =(f,Q+ £,Q, +...+ f,Q )f, +
F
+(£,Q,+ £,Qu +ot £,Q, ), + 5.68

+(le1h + £,Q,, .t thhh)fh

1 . - .
—se noteazd Q. iar eroarea functiei in acest caz va fi:

Pe
m. =+ m,/Qx 5.69

Calculul se poate face si cu ajutorul schemei Gauss astfel:

e se extinde schema cu o coloana suplimentard notatd Qg si se trece in dreptul

primei ecuatii coeficientul f, , Tn dreptul celei de-a doua ecuatii f,, pana la

ultima ecuatie cu coeficientul f, .

e se extind apoi operatiile facute In prima parte a tabelului calculandu-se
algoritmi si pentru coloana Qg dupa regulile cunoscute.

e incoloana Q- se inmultesc elementele de pe linia rosie cu cele de deasupra,
se Insumeaza si se iau cu semnul schimbat.



. . . 1
e valoarea obtinuta reprezinta coeficientul de pondere Q. = P—, valoare ce se

inscrie Tn partea de jos a coloanei Q.

Tabel pentru calculul coeficientului de pondere Q-

F

X, X, X, L Qe z Control
[aa] [ab] [ac] [al] f, 3, -
-1 _[ab] ] BE o % control
[aa] [aa] [aa] [aa] [aa]
X, = [bb] [bc] [bl] f, 3, -
lbb.1] | [oca] | [bl1] [,1] [£,1] | control
-1 [be] bl | _[fA [£,.1] | control
C[bbq] | [bb] PbA 1 [bba)
X, = [cc] [cl] f, 3, -
[cc.2] [c1.2] [f,2] [£.2] | control
-1 [cI.Z] _[f3.2) 2 control
- @ [cc.2] [cc.2]
X3 = Qe =

5.4.2. Elipsa erorilor

La masuratorile de precizie, pe langa valorile probabile ale marimilor masurate sau
deduse indirect ne intereseaza si precizia acestora.

Aceastd problema se pune deci si in cazul retelelor geodezice.

Pozitia planimetricd a unui punct in urma compensirii depinde de doi parametri: X si
Y, deci avem de-a face cu un sistem bidimensional de incredere care reprezintd o
elipsa. Erorile medii patratice M, si M, calculate In urma compensarii isi schimba

insd valorile la o rotatie a axelor de coordonate ceea ce produce o neuniformitate in
aprecierea preciziei.

In acest caz este necesar si se construiasca elipsa erorilor, care este independenti de
sistemul de axe ales. Cu ajutorul elipsei erorilor putem determina erorile in pozitia
punctelor pentru orice directie (deci si pentru directia axelor de coordonate) cat si
directiile pentru care erorile sunt maxime sau minime.

Semiaxele elipsei §i unghiurile acestora cu axele de coordonate se pot determina cu
ajutorul unui sistem rectangular U, Vv, rotit cu unghiul ¢ fata de sistemul initial XY

(fig.5.1).



>

\'%

Fig 5.1 Determinarea elementelor elipsei

Coordonatele unui punct P in sistemul UV in functie de coordonatele XY vor fi:

u=Xcosp+Ysing
v=—-Xsingp+Y cos¢e 5.70

Se observa cid U este o functie liniard de X si Y , marimi determinate indirect.

Pentru determinarea erorii lui U se aplica formula erorii unei functii de marimi
determinate indirect.

Vom avea:

Quu =Q, C0s° @ +2Q,, sinpcosp+Q,, sin’ 5.71

iar eroarea medie: m, =+m,/Q,,

Valorile maxime sau minime ale functiei se obtin pentru % =0
»
Relatia mai poate fi scrisa si sub forma:
+ . - . .
Q,, = w(cos2 @ +sin®p) + w(cos2 @ —sin’p) +Q,, sin2¢

5.72

QUU

+ J—
= Qu+Qy + Qu ZQW cos2¢ +Q,, sin2¢p

2



Calculand derivata in raport cu ¢ se obtine:

%:—(Qm ~Q,,)sin2¢p +2Q, c0s2p =0 5.73
®»
i 2Q,
de unde rezulta: tg2¢p = —— 5.74
Qun —Qy
avand solutiile: ((p) si (¢)+%j

Cele doua directii obtinute sunt ortogonale: (go) reprezinta unghiul format de axa OX
. . . . . . . T . Ce .. .
cu directia semiaxei mari a elipsei; ((p + Ej da valoarea minima, adica unghiul format

de axa OX cu semiaxa mica.

Elipsa erorilor reprezinta un invariant al erorilor in pozitia planimetrica a unui punct.
Avand construita elipsa erorilor Intr-un punct putem determina eroarea pe orice directie
pe cale grafica astfel (fig.5.2):

Se coboard o perpendiculara pe directia I' tangenta la elipsa, marimea erorii m, fiind

egald cu segmentul cuprins intre centrul elipsei si piciorul perpendicularei (OP).
Analitic, acest segment are valoarea data de:

2 2 2 2 A2

m: =a“cos” @+ b”sin

' ¢ ¢ 5.75
2 2
:

=m?,, cos’ @ +m?, sin’ @

U

I\

Fig.5.2 Elipsa erorilor



Un caz particular al acestei relatii este atunci cand:
.« @=0% rezulti m =m,
. ©=100°, rezulta m =m,
adica proiectiile elipsei pe directia X si Y (fig.5.3).
X

Fig.5. 3 Cazuri particulare ale elipsei

5.4.2.2 Justificarea faptului ca domeniul de incredere pentru pozitia planimetrica a
unui punct este o elipsa

Forma generald a unei conice este data de ecuatia algebrica de gradul II:

f(xy)=a,,X* +28,,Xy + a,,y* + 28,,X + 28,y + a,, =0 5.76

Eroarea pe o directie care face unghiul ¢ cu axele de coordonate s-a vazut ca este:

Q. =Q, cos” p+2Q,, sinpcosp+Q,, sin’ 5.77
Din comparatia celor doud relatii rezulta:
X =C0S @
y=sing 5.78
Invariantii ortogonali ai conicei sunt:
& &, &3
_ _ 5= & 8y, _
A =18y 8y, 8y ; = , n=a,+a, 579
8,1 8y

a31 a32 a33



Tn cazul nostru:

Qu Qxy 0 Qxx Qx
=lQ, Q, 0 5= '

Deoarece Q,, = Q,, si 83 =8,;=8;3=0

A=0= U R
vom obtine: Qy Qy
n= Qxx + ny
A#0

116 <0 = elipsa reala

Reducerea la forma canonicd

Forma canonica a unei conice este data de:

sx2+sy? -2 -0
5

unde S; si S, sunt valorile proprii obtinute ca solutii ale ecuatiei caracteristice:

a, — S a,
ay; ay, — S

=0 sau:

Pentru cazul nostru avem:

-(Q.+Q,)5+Q,Q, —-QZ =0

Aceasta ecuatie are solutiile:

=Q.Qy - Qy

n=0u+Q,

S2-5S+5=0

,,= 322 [0, +0, F-4(0.Q, -@3)
&lzgﬁggﬂiEJQv—wa+4Qg

S, reprezinta Q,, maxim, S;reprezinta Q,, minim.

5.80

5.81

5.82

5.83

5.84



Relatiile de mai sus ne permit sa determinidm semiaxele elipsei si anume:

a= GO V Quu(max)
b =0y \} Quu(min)

Solutiile ecuatiei S*— (QXX +Q,, )S +Qu Q) — ny =0 sunt intotdeauna reale si

5.85

pentru ca A =0, ecuatia canonica se va scrie sub forma:

S, X?+S,Y>~1=0 5.86
Conica este o elipsa (reald) ce poate fi scrisa sub forma:
X% Y?
— + 7= 1 5.87
a® b
Comparand relatiile 5.86 cu 5.87 rezulta:
a’=§,
b? = S,

Unghiul de rotatie (facut de axa OX cu axele elipsei) este dat de relatia din geometria
analitica:

tg2¢ = & 5.88
&3~ 8y
Pentru cazul nostru:
2
tg2¢p = Q. 5.89
QXX - ny
Tabel cu distributia valorilor coeficientilor de pondere
Q, >0 Q, <0
Q. —Q, >0 | 0<¢p<50° 150° < ¢ < 200°
Q. —Q, <0 |50°<p<100° | 150° < ¢ <200°

5.5 VERIFICARILE PRINCIPALE LA COMPENSAREA PRIN
METODA MASURATORILOR INDIRECTE

e FEtapa de liniarizare a ecuatiilor si stabilirea valorilor aproximative pentru
necunoscute
Controlul acestei etape se face prin verificarea principald a compensarii care consta in

determinarea in dublu mod a valorilor marimilor compensate M, , si anume, prin



introducerea necunoscutelor X, = X? + X., in ecuatiile initiale, trebuind si se verifice
MP +V, = F (X2 + X, X2+ X, e, XP +X,).
Daca conditia de mai sus nu este indeplinitd rezultd ca liniarizarea ecuatiilor dupa
metoda Taylor nu a fost bine facutd sau, valorile aproximative nu au fost alese
favorabil, astfel incat termenii de ordinul II si superiori neglijati au valori ce
influenteaza compensarea. In acest caz compensarea trebuie reficuta.

o Etapa de intocmire a ecuatiilor normale
Verificarea se face cu ajutorul sumelor pe randuri asa cum s-a aratat in tabelul
corespunzator.

o Etapa de rezolvare a ecuatiilor normale
Verificarea se face cu ajutorul sumelor pe randuri din schema Gauss (in faza de
reducere) si prin introducerea necunoscutelor in sistemul normal (se recomanda relatia
unica: [(S —1)x]=-1]

e FEtapa de calcul a corectiilor
Verificarea se face calculand [vv] prin mai multe metode.

56 TRATAREA MATRICIALA A MASURATORILOR INDIRECTE

Se da sistemul liniar al ecuatiilor de corectii:

v, =a;X +bX, +....+hx, +1, 5.90
i=1-n
n >h

a) Cazul masurdtorilor de aceeasi precizie

Adoptam urmatoarele notatii:

a b .. h
b ..

a2 n h2 . .
A= (vectorul coeficientilor) 5.91
a, b, .. h
Xy
X
X = | "% | (vector coloani al necunoscutelor) 5.92



V=72 (vector coloana al corectiilor)

L=|2 (vector coloana al termenilor liberi)

n

Sistemul liniar initial devine avand in vedere notatiile facute:

= A- X+ L
<\n(1> (nh) (WD) (n1)

Punand conditia de minim impusa de metoda celor mai mici patrate, rezulta:
V'V — minim

Deci, derivatele partiale Tn raport cu necunoscuta x trebuie sa fie egale cu zero;
cu alte cuvinte minimul acestei functii in X se afla punand conditia Vf = 0.

(AX +L) -(AX +L)— min.
Derivand, se va obtine: (tindnd cont de proprietatea gradientului)

V(fl' fz):(Vfl)T - f, +(sz)T -1y
AT(AX +L)+AT(AX +L)=0

AT(AX +L)=0
)
ATAX + ATL =0 = X =_ATL _
ATA
——(ATAJ" ATL=-N"ATL

X =-N"A"L

b) Cazul masurdtorilor ponderate

Pornim de la acelasi sistem de ecuatii de corectii:
v.=ax +bXx, +..+hx +lL. = p,
i=1-n
n>h

5.93
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Apare in plus fata de cazul masuratorilor de aceeasi precizie matricea ponderilor:

ppb 0 0 0
p_| 0 P 0 0 5.100
0 0 O P,
Sistemul initial se va scrie:
V=AX+L 5.101
iar conditia de minim va deveni in acest caz:
VTPV — min. 5.102
Deci:
(AX +L) -P(AX +L)— min. 5.103
Vi =0
ATP(AX + L)+ ATP(AX +L)=0
2ATPAX +2A"PL =0 5.104
T
_ APL_ (aTpa) ATRL
A PA

X =-N"ATPL



6. COMPENSAREA MASURATORILOR CONDITIONATE

Metoda masuratorilor conditionate se aplica in general in geodezie, la compensarea
retelelor de sprijin (triangulatie, trilateratie, poligonometrie, nivelment).

O retea de sprijin, de exemplu de triangulatie, este constituita dintr-0 succesiune de
figuri geometrice (triunghiuri, patrulatere, poligoane). Pentru realizarea acestei retele
se misoard unghiuri si laturi. In general insd, pentru eliminarea greselilor si
imbunatatirea preciziei, nu ne limitdm la a masura un numar de elemente (unghiuri,
laturi) strict necesare pentru construirea retelei respective, ci se masoard un numar de
elemente in plus. Este evident céci intre unghiurile masurate, precum si intre unghiuri
si laturi, existd anumite relatii geometrice impuse de geometria retelei.

Pentru rezolvarea problemei de compensare este util sa se evalueze numarul acestor
relatii cat i caracterul lor, pastrand insa doar relatiile independente.

Numarul ecuatiilor de conditie independente este egal cu numarul masuratorilor
efectuate Tn plus (nr. gradelor de libertate).

Exemplu:

Pentru construirea unui triunghi sunt necesare 3 elemente dintre care cel putin unul
liniar. Presupunind ca este cunoscutid o laturd, atunci este necesar si suficient, pentru
construirea triunghiului sd se masoare doud unghiuri.

Daca se masoara si cel de-al treilea unghi, atunci ele trebuie sa satisfaca conditia:

A+B+C =200° 6.1

Avand deci o masuratoare in plus, este necesar sa intocmim o ecuatie de conditie.
Deoarece valorile obtinute din masuratori sunt afectate in mod inerent de erori,
conditia (6.1) nu va fi riguros satisfacuta, de aceea:

A+B+C—-200° =w 6.2

unde, discordanta W reprezinta neinchiderea n triunghi ca urmare a erorilor de
masurare.

Pentru a satisface conditia (6.1) este necesar ca valorile masurate, afectate de erori sa
fie modificate cu anumite cantitati, numite corectii (V; ).
VVom avea astfel:

(A+v,)+(B+vg)+(C+v,)—200° =0 6.3

Tinand seama de (6.2),se obtine ecuatia de conditie a corectiilor:

Vy+Vg +V, +W=0 6.4



6.1 CAZUL GENERAL

Se considera N marimi X,, X,,.....X, pentru determinarea carora s-au efectuat
masurdtori directe, gasindu-se rezultatele 1,l,,....1 . Presupunem cd cele n

necunoscute X,, X,,.....X,, trebuie sa satisfaca I relatii de conditie independente

intre ele (rezultd deci ca numarul marimilor masurate in plus este I ):

f,(X., X, X, )=0 6.5

'’n

Valorile masurate direct 1;,1,,..... nu vor satisface riguros acest sistem, astfel incat

prin Tnlocuirea necunoscutelor X, X,,....., X, prin 1;,l,,.....;I., vom obtine rezultate
diferite de zero:

(1=12,....r) 6.6

Marimile W; poartd denumirea de discordante, nepotriviri sau termeni liberi.
Problema care se pune este de a gasi corectiile V,,V,,.....,V, care, aplicate marimilor

masurate |, l,,....., 1, s facd si dispard aceste mici discordante. Deci, pentru a fi

1 ino

satisfacut sistemul (6.6) trebuie sd avem:

X =l +v, ,
(i=12,...n) 6.7

Ecuatiile sistemului (6.5) pot fi liniare sau nu.

In primul caz consideram cé ele sunt de forma:

X, +a,X, +...+a, X, +a,=0

b, X, +b,X, +...+b, X, +b, =0 68



Tinand seama de relatia 6.7, acestea devin:

Vv, +a,v, +..+a,v, +w, =0
bv, +b,v, +...+b. v, +W, =0

6.9
LV + 6LV, +..... 1V, + W, =0
unde:
w, = alll +a2|2 +""+a”|” T8 = 0
W, =bl, +b,l, +...+b | +b, =0 6.10

W, =nl+nl,+...+rl +1, =
In cazul in care ecuatiile sistemului 6.5 nu sunt liniare, se procedeazi la liniarizarea
acestora. Tindnd seama ca marimile V; sunt relativ mici, ecuatiile se dezvolta in serie
Taylor, neglijandu-se termenii de ordinul II si superior.
Substituind relatia 6.7 in 6.5 se obtine:

fl,+v,, L+v,, ..l +v )=0 6.11
Relatie, care dezvoltata in serie Taylor conduce la:
nof.
fily, 1y )+ =5 v +t=0 6.12
a2\ Ol

t reprezinta termenii de ordinul II si superior, care se neglijeaza.
Facand notatiile:

Al =a o, =b, of, = 6.13
ol ), ol ), ol ),

Vv, +av, +..+a,\v, +w, =0

se obtine:

bv, +b,v, +...+bv, + W, =0 -



Acest sistem poartd denumirea de sistemul liniar al ecuatiilor de conditie a corectiilor.
Marimea W reprezintd termenul liber al ecuatiei de conditie fiind in acelasi timp
valoarea ecuatiei pentru marimile masurate. Aceasta observatie este utild pentru
calculul practic al termenului liber al ecuatiilor de conditie.

6.2 ECUATIILE NORMALE ALE CORELATELOR

In sistemul liniar al ecuatiilor de conditie (14) intrucat numarul ecuatiilor este mai mic
decdt numarul necunoscutelor (r < n), sistemul este nedeterminat, gradul de
nedeterminare fiind (n-r).

Pentru rezolvarea problemei, deci pentru determinarea tuturor corectiilor V;, vom
folosi metoda celor mai mici patrate, adica:

[vv]=min. 6.15
[pvv]= min.

(1n cazul masuratorilor ponderate).
Corectiile de determinat V;, trebuind sa satisfacd atat conditia de minim (6.15) cat si

sistemul liniar, avem de-a face cu o problema de minim conditionat, care se rezolva
prin metoda multiplicatorilor Lagrange.

6.2.1 Masuritori conditionate de aceeasi precizie

Functia Lagrange, introdusa 1n acest scop are forma:

SV, Vy 0oV Ky Ky e K ) = V2 V2 4+ VE —
—2k,(a,v, +a,v, +...+a,Vv, +W,)—

— 2k, (b, +b,v, +...+b,v, +W,)- 616

— 2k, (rv, + 1V, +...+ Vv, +W, )=min.

In expresia acestei functii, parametri Kk, se numesc multiplicatori Lagrange sau
corelate Gauss.

Punctele stationare libere ale functiei se determind, anuland derivatele partiale in numar
de (n+r) ale functiei @ nraportcu V,,V,,.....,V,, K, K,,...,K, .

Punctele de extrem legate ale functiei (6.16) se gasesc printre punctele stationare

libere.
Efectuand derivatele partiale ale functiei obtinem:



ﬁ=2vi —2ak, —2bKk,....—2rk, =0 6.17

oV,
o
% =V, +a,v, +..+a,v, +w, =0
J ! 6.18
29 _ b,v, +b,v, +..+b,v, +w, =0
ok,
j—f =nVv,+nv,+.+rv,+w, =0
Sistemul (6.17) se mai poate scrie sub forma:
v, =ak, +bk, +...+rk, (i=12,....n) 6.19

In sistemele (6.17) si (6.18) avem (n+r)ecuatii si ((n+r)) necunoscute, deci se pot
rezolva.
Substituind valorile corectiilor Vv, date de (6.19) in sistemul (6.18) si efectudnd

calculele, rezulta:
a, (ak, + bk, +...+ 1k, )+a,(@,k, +b,K, ...+ 6K, )+.....
+a,(ak +bk, +.+rk )+w, =0
r(ak, + 0.k, +...+ 1K, )+, (a,k, +b,K, .+ 1K, )+,
+r (ak +bk, +..+rk )+w =0
sau

a,ak, +abk, +..+ark, +a,ak, +a,b,k, +..+a,r,k, +...+a,ak, +a,b,k,
+..+a,rk +w =0

a,bk, +bbk, +...+brk, +a,b,k +b,b,k, +...+b,r,k, +....+a,b .k, +b,b k,

+..+b.rk +w,=0

ank, +brk, +..+nrk, +a,rk +b,r,k, +..+r,rk +...+a,rk +brk,
+..+rrk +w, =0



Trecand la sumele Gauss se va obtine:

6.20

[ar] k, +[or]k, +...+[rr]k, +w, =0

Sistemul(6.20) avand r ecuatii liniare si ' necunoscute, reprezinta sistemul normal al
corelatelor.

Matricea sistemului normal al corelatelor fiind simetrica si pozitiv definita, are inversa.
Deci, sistemul are solutie si aceasta este unica.

Rezolvand sistemul cu una din metodele cunoscute se determind corelatele

Ky Ky K,

Introducand valorile gasite pentru corelatele k in sistemul (6.19), se determina valorile
cele mai probabile ale corectiilor V. Aceste corectii se aplicd apoi marimilor masurate

direct, |; conform relatiei:
X =l +v,,

rezultdnd valorile compensate ale marimilor X;.

6.2.1.1 Calculul practic al coeficientilor ecuatiilor normale

Pornind de la un sistem format din 3 ecuatii de conditie a corectiilor:
av,+aVv, +.+aVv,+w, =0

byv, +b,v, +...+bv, +w, =0 6.21
CV, +CV, +...+CV, +W; =0

sistemul normal al corelatelor va fi:

[aa]k, +[ab]k, +[ac]k, +w, =0
[ab]k, +[bb]k, +[bc]k, +w, =0 6.22
[ac]k, +[bc]k, +[cc]k, +w, =0

Deducerea practica a coeficientilor ecuatiilor din sistem cat si calculele de control
respective, este aratata in tabelul de mai jos:



Tabelul coeficientilor ecuatiilor de conditie a corectiilor

Nr. a b; Ci S Notatii si controale
crt.
1 a; bl C1 Sl S]_ =+ bl +C
2 o b, Cs S S,=a,+ b, + ¢,
.................... an | e,
n b, Ch Sy S,=a,+ h,+c,
z [a] [b] [c] Z = [a]+[b]+[c] = [S]
[S]
Tabelul coeficientilor sistemului normal
[aa] [ab] [ac] [aS] [aS] = [aa] + [ab] + [ac]
[bb] [be] [bS] [bs] = [ab] + [ob] + [bc]

lec]

[es]

[cS] = [ac] + [be] + [cc]

6.2.2 Masuratori conditionate de precizii diferite (ponderate)

In acest caz ca si in situatia masuratorilor de aceeasi precizie, corectiile V, ce urmeaza

a fi determinate, trebuie sa satisfaca atat conditia [pvv] =min.cét si sistemul liniar al

ecuatiilor de conditie a corectiilor (6.14):
Este deci tot o probleméa de minim conditionat.
Functia Lagrange 1n acest caz va fi de tipul:

GV, VsV Ky Ko K ) = PVZ 4 PVE . V2 —
—2k1(a1v1+av2+...+anvn +W1)

— 2K, (b, + LV, + .o+ bV, +W,) 6.23

-2k, (rlvl OV, +e H LV + Wr)= min .

Efectuind derivatele partiale in raport cu V si K si punind de asemenea conditia ca
acestea sa fie nule, se obtine:

29 _ 2p,v;, —2a,k, —2bk,....—-2rk, =0
ov,

6.24



=a,Vv, +a,v, +..+a,v, +w, =0

ak ,
sau: [av]+w, =0
6.25
79 _ b,v, +b,v, +...+b v, +w, =0
2
sau:[bv]+w, =0
% =nVv,+nv,+.+rv, +w, =0
sau:[rvl+w, =0
Ecuatiile (6.24) mai pot fi scrise sub forma:
v, :i(aik1+bik2+...+rikr), i=12,..,n 6.26
P;

Relatiile (6.25) si (6.26) formeaza un sistem de (n + r) ecuatii cu (n + r)necunoscute.
Pentru a elimina o parte din necunoscute se substituie necunoscutele v, din (6.24) in
(6.25). Efectuand calculele si grupand convenabil termenii se obtine sistemul normal al
corelatelor Tn cazul ponderat:

i(alk1 +bk, +..+ rlkr)Jri(azk1 +h,k, +...+ 1k, )+ ...
1 2

+i(ank1 +bk, +.+rk )+w, =0

i(alk1 +hk, +...+ rlkr)+b—2(a2k1 +hk, . K, )+
1 2
+b—"(ank1 +bk, +..+ 1K, )+w, =0

L(alk1 +bk, +..+ rlkr)+r—2(a2k1 +hyk, ..+ 0K, )+
1 2

o (a,k, +b,k, +..+1.k )+w, =0

n

r



Efectuand calculele:

el k, + a,b, Ky +...+ el k, + %8, k, + 3,b, K, +...+%kr +.
1 1 pl p2 2 p2
ar
+ & k, + 3,b, K, +..+ —=k, +w, =0
P, Py Py
r r
a,b, k, +%k2 +o+ bt k, + 2., k, + b.D, k, +...+b2—2kr +..
pl 1 pl p2 2 p2
a,b, b,b, b,r,
+ ,+ p ot K, +w, =
P, Py P
alrl blrl rlrl a2 r2 b2 r2 r2 2
—k, +—k, +..+ k, + k, + K, +...+ ==k, +
P1 P: P1 P2 P, P2
a,r b,r rr
+ 2k + K, 4+ K +w, =0
P, Py P
Trecand la notatiile Gauss, vom obtine forma sistemului normal al corelatelor in cazul
ponderat:
aa k, + a_b} k, +...+[£} k,+w, =0
J L P p
ol k, + bb K, +....+ br k, +w, =0
| P ] | p p 6.27
ar k, + E} Kk, + +{r—} K, +w, =
L P L P p

Acest sistem se poate rezolva,

matricea atasata fiind nesingulara (A # 0).

Solutiile obtinute (corelatele K ) permit determinarea celorlalte necunoscute (corectiile

v) din (6.26).

In cazul sistemelor mici, determinarea coeficientilor sistemului normal al corelatelor se
face conform urmatoarelor tabele:



Tabelul coeficientilor ecuatiilor de corectie si al ponderilor

Nr. 1/p| a; bi Ci Si Control
crt.
1 1/p1 a; bl C1 Sl S]_ =+ bl +C
2 1/p2 ady b2 Cy Sz Sz =a+ bz"‘ Cy
0| Up | oa | b t S $1= art byt
z - [a] [b] [c] [S] 2'=[a]+[b]+[c] = [S]
)
Tabelul coeficientilor sistemului normal
GHGEIRGRIE
p p p p p |

|

6.3 REZOLVAREA SISTEMELOR DE ECUATII NORMALE
ALE CORELATELOR

Metodele de rezolvare a acestor sisteme sunt aceleasi ca la rezolvarea sistemelor

normale de la masuratorile indirecte.




Necunoscutele X; de la masuratorile indirecte devin corelatele K, , iar termenii liberi
[al], [bl], etc . devin w,, w,, etc.
Schema Gauss redusd pentru rezolvarea unui sistem de 3 ecuatii, spre exemplu, are

urmatoarea forma:

K, K, K, w S Control
[aa] [ab] [ac] W, S -
-1 _ [ab] _ [ac] -W,/ [aa] -S;/ [ag] control
[aa] [aa]
k,= [bb] [be] W, S -
[bb.1] [bc.1] [Wo1] [S21] control
-1 _[bcl [w,,] [8,,] control
[bb1] [bb.1] [bb1]
k,=..... [cc] Ws Ss -
[cc.2] RER [Ss.] control
-1 [ws,] _[Ss,] control
- [cc.2] [cc.2]

Verificarea solutiilor se face printr-o relatie unica de forma:

Verificari de calcul

[(S—-w) k]=-[w]

a) Controlul (verificarea) calculului corectiilor:

Relatiile de calcul a corectiilor sunt:

v, = ak, +bk, +..+rk,

sau vi=i(aik1+bik2+..+rikr)

Daca se insumeaza toate relatiile din primul caz se obtine:

[v]=[a]k, + [b]k, +.....+[r]k, 6.29

sau, pentru al doilea caz:

[pv]=[a]k, +[b]k, +....+[r]k, 6.30

Acestea constituie cele doua relatii de control pentru calculul corect al corectiilor.



In afard de acestea, este necesar ca aceste corectii V; sa satisfacd ecuatiile liniare de
conditie a corectiilor:
av,+a,v, +..+av,+w, =0

bv,+b,v, +...+bv_+w, =0
191 2Y2 n'n 2 631

NV, +0LV, +..+rVv, +w, =0
b) Verificarea liniarizarii si a calculului termenilor liberi

c) Verificarea rezolvirii sistemului normal al corelatelor

In faza de reducere la forma triunghiulara, controlul se face pe randuri, asa cum se
aratd n schema Gauss.

Pentru verificarea deducerii corecte a corelatelor k., acestea pot fi introduse n

ecuatiile sistemului normal pe care trebuie sa le satisfacad in limita preciziei de calcul,
sau, mai economic, prin relatia unica: [(S —w) k] =-[w].

d) Verificarea calcularii sumei patratelor corectiilor

[pvv]=~[kw]
e) Controlul principal al compensdrii

Se aplica marimilor masurate |, corectiile V; , adica :
X =l +v,,

si acestea se introduc in ecuatiile de corectie initiale pe care trebuie sa le satisfaca.
Daca nu se intdmpla acest lucru, Inseamna cé liniarizarea nu s-a facut corect (deci, unii
coeficienti sunt gresiti) sau termenii liberi nu au fost corect stabiliti.

O particularitate a compensarii prin metoda masuratorilor conditionate, o constituie
faptul ca in cazul intocmirii sau liniarizarii gresite a unei (unor) ecuatii, desi corectiile
obtinute in urma compensarii nu sunt cele juste, se verifica toate ecuatiile de conditie,
cu exceptia celor gresit Tntocmite.

Aceasta particularitate ne ajuta sé localizam greseala, deci sd o depistdm mai usor.
Daca doar termenul liber al unei (unor) ecuatii a fost stabilit gresit - numai ca semn -
atunci, in controlul final, In loc de a se anula discordanta respectiva, ea se dubleaza.

f) Obtinerea unui ordin de marime uniform al coeficientilor ecuatiilor normale



In cazul in care coeficientii unei (unor) ecuatii liniare de conditie a corectiilor sunt prea
mari (mici), acestia pot fi multiplicati cu o astfel de valoare numerica, incat coeficientii
obtinuti sa fie de acelasi ordin de marime cu coeficientii celorlalte ecuatii. Se va avea
insa grija sa fie multiplicat si termenul liber al ecuatiei respective, cu acelasi coeficient.
Se va obtine astfel o matrice a coeficientilor mai bine conformata, propagarea erorilor
de calcul fiind 1n acest caz mai favorabila.

Corectia corespunzatoare ecuatiei care a fost multiplicatd cu un anumit coeficient, va

rezulta impartitd cu acest coeficient. Corectiile V; pot fi calculate cu acesti coeficienti

si corelate transformate, fara a mai reveni la cei initiali, intrucat rezultatul este acelasi:
Presupunem ca am multiplicat cu coeficientul & ecuatia 1, adica:

a-(aVv, +a,Vv, +..+a,Vv, +W,)=0

Tn urma rezolvarii sistemului normal, corelata corespunzitoare primei ecuatii va

rezulta:
N
1
k, =—
(04
Corectiile V; se calculeaza apoi cu relatia:

v, =ak, +bk, +...+rk
sau, Tn cazul de mai sus:

adica: v, =a; k; +b Kk, +....+rk

Daca in ecuatiile de conditie numai neinchiderile (termenii liberi) sunt mult mai mari
sau mult mai mici decat coeficientii ecuatiilor, atunci acestia se pot inmulfi cu o
constanta convenabil aleasa.

Q) Stabilirea numdrului incorect al ecuatiilor de conditie

» daci s-a omis una sau mai multe ecuatii de conditie, compensarea se poate face
formal. Tn acest caz valorile compensate |, +V; care se obtin, nu vor indeplini toate
conditiile care trebuie sa fie impuse. Compensarea este n acest caz incompletd si este
necesar sa fie refacuta, dupa completarea cu ecuatiile omise.

P daca se introduc ecuatii de conditie in plus, atunci acestea nu sunt independente.
Determinantul coeficientilor ecuatiilor normale va fi nul, iar corelatele aferente

ecuatiilor in plus, nedeterminate (de forma% ).



6.4 COMPENSAREA MASURATORILOR ETEROGENE

Dacé mai multe marimi de natura diferita (unghiuri, lungimi, diferente de nivel)
urmeaza a fi compensate in comun , problema se poate trata in douad moduri:
e se calculeaza corectiile omogenizate, care sunt adimensionale si neponderate.
Omogenizarea corectiilor se obtine daca se impart relatiile care dau corectiile
in functie de corelate cu erorile unitatilor de pondere, adica:

v, =a;k, +bk, +....+rk,

(1=1....n)
VARV
HooH
. - . . const. . const.
e setine seama ca In cazul ponderilor p = o P = o
H H

folosindu-se intotdeauna aceeasi constanta.
Unitatea de masura pentru 4 va fi aceeasi ca cea pentru V si respectiv W.

Observatie:
Accentul ’si ” desemneaza o anumita naturd de masuratori.

6.4.1 Transformarea masuratorilor conditionate in indirecte si invers
6.4.1.1 Trecerea de la masuratori conditionate la masuratori indirecte
Fie sistemul liniar al ecuatiilor de conditie a corectiilor:
Vv, +a,v, +..+av, +w, =0
b,v, +b,v, +.....+b,v, +w, =0 6.32

LV, + LV, +....+1rv, +w, =0
Din acest sistem de r ecuatii cu N necunoscute (r < n), putem exprima primele r
corectii in functie de celelalte (N-r). Dacd vom nota cele (N-r) corectii cu
X1, Xy,.eeen, X, S€ Va obtine:

v, = AX +BX, +....+U;x, +

vV, =AX +B. X, +....+U X, + L, 6.33
Vr+1 = X1

Vi = X,

V., = X



Am obtinut deci un sistem de N ecuatii cu U necunoscute [U =(N-r )] care se trateaza
identic ca la capitolul de masuratori indirecte.

6.4.1.2 Trecerea de la masuraitori indirecte la masuritori conditionate

Trecerea se realizeaza in modul urmator:
e se elimind in anumite conditii cele U necunoscute din sistemul liniar al
ecuatiilor de corectie printr-o metoda oarecare, raméanand inca (N -U ) ecuatii,
numai in functie de corectiile V care se considera ca ecuatii de conditie.

Observatii.

Desi transformarile sunt posibile in ambele sensuri, acestea nu se recomandad a fi
efectuate, trebuind sa se stabileasca de la inceput metoda prin care se urmareste sa se
facd compensarea, rezultatele fiind nsa aceleasi. Un criteriu de alegere il constituie
numarul de ecuatii normale rezultate.

Mijloacele moderne de calcul au schimbat optica, preferdndu-se metoda masuratorilor
indirecte, care se preteaza la un grad mai mare de automatizare.

6.5 EVALUAREA PRECIZIEI iN CAZUL MASURATORILOR
CONDITIONATE

e FEroarea medie pdtraticda a unei marimi masurate

Din reducerea sistemului (6.32 la sistemul de masuratori indirecte (6.33), rezulta
pentru calculul erorii medii patratice a unei marimi masurate:

vV .
m==+ |———— adica,

n—(n-r)

m= iwf—[vv] 6.34
r

unde, [VV] reprezintd suma patratelor erorilor aparente, iar I este numarul
masurdtorilor efectuate in plus, sau numarul gradelor de libertate ale retelei.

o FEroarea medie patratica a unitatii de pondere

= i‘/—[pw] 6.35
r

unde, p reprezinta ponderea, adicd gradul de incredere pe care il avem in
determinarea respectiva.



Suma patratelor corectiilor se va calcula, pentru control, in dublu mod:
e insistemul:

v, =a;k, +bk, +....+rk, 6.36
se calculeazd individual fiecare corectie, se ridica la patrat si apoi se face suma
acestora, rezultand [vv].

e calculul sumei [VV] in functie de corelate:
Multiplicnd ecuatiile sistemului (6.36) cu V,,V,,.....,V, si insumand se obtine:

[w]=[av]k, +[bv]k, +.....+[rv]k, 6.37
dar, din sistemul liniar al ecuatiilor de conditie a corelatelor avem:
[av]l=—w, ;  [v]=—w, ;... [rv]=—w,
Inlocuind aceste valori in (6.37) rezulta:
[vv] = —[kw] 6.38
Aceastd relatie se poate calcula foarte simplu cu ajutorul schemei Gauss.
o calculul sumei [vv]cu ajutorul algoritmilor Gauss:

Vom considera 3 ecuatii normale scrise sub forma redusa:

[aa]k, +[ab]k, +[ac]k, +w, =0
[bb.1]k, + [be.2]k, + (w,.1) =0

6.39
s [CC 2]k3 +(W32) :O :
Expresiile corelatelor deduse din acest sistem vor fi:
_ (w;.2)
° [ce2]
__[bc.gj K — [w,.1] 6.40

27 [bba] ® [bb.g]
=_[ab]k _[ac]k W
[aa] * [aa] ° [aa]

1



Relatia unica de control [VV] = —[kW] 0 vom scrie pentru cazul a trei ecuatii:
[w]= —k,w, —k,w, —k,w,

Tnlocuind in (6.41 corelata k, data de (6.40) se obtine:
w? ab ac

sau, folosind notatiile Gauss (algoritmii de ordinul II):
2

[w]= [a_;] —[w,.1]k, — [, 2]k,

Se inlocuieste in continuare K, dat de (6.40) :

[aa]  [ob.1] [bb.1
W [w, ]

Inlocuind mai sus si corelata K,, se obtine:

] w? o w1 [wg.2f

“[aa]” bl " [ec2]

Aceasta relatie exprima suma patratelor corectiilor in functie de algoritmii Gauss.

Aceasta se poate calcula direct din schema Gauss.

e FEroarea medie patratica individuala

L [Lpwv

£ =T
Jp n-p;

o Eroarea medie patraticd a necunoscutelor

m, =+m,/Q,, ,

m, =+

6.41

6.42

6.43

6.44

6.45

6.46



unde: Q,, reprezintd coeficientul de pondere aferent necunoscutei si se obtine direct
din schema Gauss.

6.6 APLICATIE PRACTICA

Sa se compenseze unghiurile unui triunghi plan si sd se deduca precizia lor dupa
compensare, cunoscandu-se din masuratori de aceeasi precizie urmatoarele valori
medii:

a =47°15°17%

[ =T73%43°50%

y =T794145%
Rezolvare

Neinchiderea unghiulara va fi egala cu:
W=a +f +y —200° =+12%

Ecuatia de conditie a figurii este:

a+pB+y—200°=0

Dar:

a=a +v,
B=p +V,
Y=y +V,

Deci, se poate scrie ecuatia de conditie finala:
cc __
v, +V,+Vv, +12" =0

Avand o singuri ecuatie de conditie — vom avea o singura corelata k, deci sistemul de
ecuatii normale ale corelatelor se va reduce si el la o singura ecuatie normala si anume:

[aalk +w=0
adica:
3K +12% =0k = 4

Aplicand formulele generale ale corectiilor in functie de corelate avem:



v, =a, k

v, =a,k
v, =a,kK
si obtinem:

Deci: v, =V, =V, =—

w:k:—%
W:k:—g
%=k:—%
4

Controlul corectiilor se face folosind relatia:

)= -[k-w]
48 =—(-4-12)
48 = 48

Valorile compensate ale unghiurilor triunghiului plan vor fi:

a=a +V,=47.15.13
B=p +v,=T73.43.46
y=y +V, =79.41.41

Precizia este data de:

Control:  a+ 8+ y =200°.00.00

m,=mg,=m, :i‘/—[w ]:i1/4—8 =169
r 1



6.7. EROAREA UNEI FUNCTII DE MARIMI CONDITIONATE
COMPENSATE

Se considera functia:
F=1fx+fX+..+fX 6.47

incare f, suntconstante, iar X; sunt valorile probabile ale marimilor compensate.

Se cere sa se determine eroarea medie patratica a acestei functii.
Nu este posibild aplicarea formulei erorii unei functii sub forma:

2 2 2
mZ = oF m; + oF ml oF m’> 648
oM, ), oM, ). oM, ).

datd de legea de propagare a erorilor, deoarece marimile X; nu sunt independente

(X; =1 +V,), iar corectiile v; sunt deasemenea dependente intre ele, depinzand de
marimile masurate direct |;, marimi care la randul lor sunt independente.
De aceea, va fi necesar ca aceste corectii sa fie exprimate in functie de |;.

Dependenta intre corectiile V, si termenii K; este exprimata prin relatiile:

v, =a;k, +bk, +ck, 6.49
Tn cazul unui sistem cu trei necunoscute.
Deci:
v, =V, (k;,k,,k;) 6.50

La randul lor, corelatele k; sunt functie de discordantele @, :

[aak, +[ab]k, +[ac]k, +w, =0
[ab]k, +[bb]k, +[bc]k, +w, =0 6.51
[ac]k, +[bc]k, +[cr]k, +w, =0
adica:
k, =k (W, w,,w,) 6.52
Conform relatiei (6.10),
w, =al, +a,l, +...+a,l,+a,=0

w, =bl +b,l, +...+b,1 +b, =0 653



care se mai poate scrie si sub forma:
W, = [al ] + 8,
w, = [bl]+b, 6.54

Rezulta ca aceste corelate K, sunt functie de termenii liberi ..
Daca in functia initiala (6.47) se introduc valorile marimilor X; date de
(X;=l. +V,), se obtine:

F=f(,+v)+f,(,+v,)+..+f (I +v,) 6.55
sau:

F=[fI1]+[fv] 6.56

Corectiile v, date de relatia (6.49) si inlocuite in (6.56) conduc la expresia:
F =[fl]+[af [k, + [bf [k, +[cf ]k, +..... 6.57

Pentru exprimarea dependentei dintre corectiile V; si termenii |, se va folosi metoda
coeficientilor auxiliari nedeterminati (calculele facute in mod direct fiind foarte
laborioase).

Astfel:
inmultim prima ecuatie a sistemului normal (6.51) cu coeficientul auxiliar ¢, , a doua

ecuatie cu (,, iar atreia cu g, si le adunam apoi cu relatia (6.57):

[aa] qlkl + [a'b]ql kz + [ac] q1k3 + W, = 0
[ab]qz kl + [bb]% kz + [bc]qz ka +Q,W, = 0

6.58
[ac] q.k, + [bc] a.k, +[cr] g, k, + gw, =0
+[ ]+ [af ]k, +[of ]k, +[cf ]k, +.....
Asupra coeficientilor auxiliari putem face urmatoarele combinatii, astfel incat:
[aa] g, +[ab] g, + [ac] q, + [af ]= 0 = coeficient ul lui k,
[ab] g, + [bb] q, +[bc] g, + [bf ]=0 = coeficient ul lui k, 650

[ac] g, +[bc] a, + [cc] g, + [cf |=0 = coeficient ul lui k,



In acest fel relatia (6.57) devine:

F =[fl]+waq, + w,q, +W,q,..... 6.60
Substituind valorile neanchiderilor w;, se obtine :

F= [ﬂ]+q1 {[a|]+ao}+q2{[b|]+bo}+Q3{[CI]+CO} 6.61

Dand factor comun termenul |,, rezulta:

F= [( f, +a,0, +b;g, +¢;0; ) I ]+qla0 +0,b, +05C, 6.62
Notand: f, +a,q, +b,q, +C;0; = 0; 6.63
0,3, +0d,b, +05C, =g, 6.64

Rezulta:
F =[gl]+g, 6.65

Acestei relatii i se poate aplica formula erorii unei functii, deoarece marimile |, sunt

independente:
2
(F
me=>—1-m 6.66
o\ 2l
Tinand seama ca _l = Q; si considerand mdsuratorile de aceeasi precizie, adica,
i
m =m_ =..=m_=m,
1 2 n
rezulta:
m. =+my/Q 6.67
sau.

m2
m_'; = QFF = [gg] 6.68

Trebuie deci sa ridicam la patrat relatiile (6.63) si sa le insumam:

Qe =[99]=[ff ]+[aa]a’ +[ob]a; +[cc]as +
+2[af |q, + 2[bf ]q, + 2[cf ]q, + 2[ab]aq,q, 6.69

+2[ac]q,q, + 2[bc]a,a,



" o <[]+ q, faala, + [abla, +facla, +af ]+

+0, {{ab]a, +[bb]a, + [bc]q, + [bf J}+
+ 03 {[ac]ql + [bc]% [CC]% + [Cf ]}
+[af Ja, +[bf Ja, +[cf Ja,

6.70

Daca in relatia (6.70) se tine seama de conditiille impuse pentru determinarea
coeficientilor auxiliari (6.59), rezulta:

Qk =[ﬁ]+[af ]q1+[bf ]qz +[Cf ]Q3 6.71

Urmeaza a se substitui in (6.71) valorile coeficientilor (;, dedusi din sistemul (6.59),
sistem pe care il vom scrie sub forma redusa:

[aa] g, +[ab] g, +[ac] q, +[af ] = 0
[bb.1] g, +[bc.1] g, + [bf .1]= 0

6.72
[cc.2] g, +[cf.2]=0
Din acest sistem rezulta:
G- [cf .2]
° ec2]
[bc.a] = [bf.1]
=— - 6.73
%= ob.1]% " [ob.a]

Inlocuind (6.73) in (6.72) si tindnd seama de expresiile algoritmilor Gauss se obtine :

[af P [bf.1] [cf.2]

ff.3]- 6.74
Qer =13 T o] ec2]
O alta metoda de determinare a coeficientului de pondere Gauss este urmatoarea:
e daca in sistemul (6.59) notam:
[aa] [ab] [ac] A, a,
N =| [ab] [bb] [bc] q=a, . B=|h, 6.75
[ac] [bc] [ec] d, g



sistemul se va scrie sub forma matriciala:

Ng+B=0 6.76

Din acest sistem rezulta:

qg'=-N"B=QB 6.77
Observatii:

e Marimile masurate si cele compensate se deosebesc prin aceea cd marimile
masurate sunt independente (asa au fost considerate in acest capitol), iar
marimile compensate sunt dependente (in matricea de variantd - covarianta,
coeficientii dreptunghiulari sunt diferiti de zero)

e In cazul in care nu ar fi fost efectuatd o compensare, coeficientul de pondere al
functiei: F = f,x, + f,X, +.....+ f,_x_ ar fi fost doar Q. =[ff ].

Ceilalti termeni care apar in relatia (6.74) reprezinta influenta compensarii.
Inversa ponderii si deci eroarea medie patratica devine mai mica insa prin compensare
deci, se obtine o precizie mai buna.

6.8 TRATAREA MATRICIALA A MASURATORILOR CONDITIONATE

Consideram sistemul liniar al ecuatiilor de conditie a corectiilor:

Vv, +a,v, +..+a,v, +w, =0
b,v, +b,v, +...+b,v, +w, =0

6.78
NV, + LV, +o+ LV, +W, =
Se fac urmatoarele notatii:
a a, a, A W,
A= b by v =" ; w | "> 6.79
r r, A W,

Sistemul se va scrie matricial sub forma:

AV +W =0 6.80



Deoarece numarul ecuatiilor este mai mic decat numarul necunoscutelor, pentru
rezolvarea problemei se va folosi metoda celor mai mici patrate, adica [VV] = min. in

cazul masuratorilor de aceeasi precizie si [pvv] = min. In cazul masuratorilor

ponderate.
Aceste conditii sunt exprimate matricial astfel:

w]=VTv
[pw]=VTpV 6.81
n care matricea p are forma:
pp O 0
0 .0
p= P2 6.82
0 0 .. p,

Avand o problemd de minim conditionat, functia Lagrange introdusa va fi de forma:

a) cazul masuratorilor de aceeasi precizie

@=V'V -2k"(AV +W)=min. 6.83
derivata din:
SV, Vy 0V Ky Ky K ) = VE 4V 4+ 4V —
—2k,(a,v, + @V, +...+a,v, +W,)-
— 2k, (b,v, +b,v, +...+bv, +W,)—
— 2K, (v, + 1V, +.+ 1V, +W, )
Pentru a determina minimul functiei, trebuie ca:

0’,¢T =0 ; 0’)¢T =0 6.84
oV ok
Efectuand derivatele partiale se obtine:
o¢ T\T T AT
=V + -(2k'A)' =0
VA V') -k A
2V -2A"k =0 6.85

V =A"k



jlﬁ:—Z(AV+W)=O — AV +W =0 6.86

daca in relatia (6.86) tinem seama de (6.85):

AATK+W =0 6.87

Relatia (6.87) reprezinta sistemul normal scris sub formd matriciala.
Rezolvarea sistemului impune efectuarea urmatoarelor notatii:

AAT =N 6.88
deci:
Nk +W =0 6.89
Inmultim la stanga cu N si tinem seama ca N "N = E (matricea unitate):
NNk +N"W =0 6.90
Rezulta:
k=-N"W 6.91

Revenim la relatia (6.85) unde, V = A"k
Tnlocuind valorile corelatelor k din (6.91), rezulta:
V =-ATN"'W 6.92

Cu ajutorul acestei formule se determind corectiile V si mai departe valorile
compensate

X =1 +v. 6.93

b) cazul masuratorilor ponderate

Pornim de la conditia de minim impusa de metoda celor mai mici patrate:
V'pV =min. 6.94

Functia Lagrange 1n acest caz va avea forma:
=V pV —2k"(AV + W) =min 6.95
derivata din:
GV, VoV Ky Ky e K ) = PVE A+ PLVE .t V2 —
- 2k1(a1vl +av,+..+a\Vv, + wl)
—2k,(b,v, +b,v, +...+b v +w,)



Conditia de minim implica:

oV’

Efectuédnd derivatele partiale obtinem:

o9 _ pvV + (V' p)' —2(KTA)" =0

A
2pV —2ATk =0
ppV = ATk
ptpV =p ATk
de unde:
V=p ATk

j—¢: 2(AV +W) =0 = AV +W =0

KT

Tnlocuind pe V din relatia (6.98) in (6.99) obtinem sistemul normal sub forma:

AptATk+W =0
Notam Ap A" = N

decii  Nk+W =0
Inmultim la stanga tot sistemul cu N -
N'Nk+N'W =0

\
E

k=-N"W
Cu ajutorul corelatelor k se deduc apoi corectiile din (6.98):

V =—plATN"W

Mergand mai departe, se vor determina valorile compensate ale masuratorilor:

X, =1 +v,

6.96

6.97

6.98

6.99

6.100

6.101

6.102

6.103

6.104

6.105

6.106
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