MODUL 1
FUNCTIILE GEODEZIEI

Pana in urma cu cateva decenii, se considera ca geodezia ocupd spatiul delimitat de prima
definitie datd de Helmert geodeziei si anume: ,,Geodezia este stiinta masurdrii si reprezentarii
suprafetei Pdmantului.” Apoi, cei implicati in acest gen de activitdti au inceput sa inteleaga ca
aceastd definitie nu reflecta in totalitate rolul pe care il joaca geodezia contemporana si au
inceput sa caute un nou cadru. Aceastd cautare a culminat cu noua definitie a geodeziei, si
anume: Geodezia este disciplina care se ocupd cu mdsurarea §i veprezentarea Pamdntului,
inclusiv a campului sau gravitational, intr-un spatiu tridimensional cu variatie temporala.
Ca majoritatea disciplinelor stiintifice, geodezia este impartita in sub-discipline:
geodezia geometrica, geodezia fizica, geodezia matematicd, geodezia dinamicd. Progresul
stiintei a dat nastere, n ultimul timp, la noi destinatii precum: geodezia satelitard, geodezia
inertiald, geodezia maritima, geodezia spatiald si chiar geodezia orizontala si verticala.
Geodezia poate fi consideratd ca avand trei functii principale si, corespunzitor lor, trei
subdiscipline:

e pozitionarea

e campul gravitational al pamantului

e variatiile temporale (in pozitie precum si in campul gravitational)
Pozitionarea, sau determinarea pozitiei unui punct, constituie aspectul geodeziei pe care il
intelegem cel mai bine. Punctele pot fi pozitionate individual sau ca parte a unei intregi retele
de puncte; pozitiile cautate pot fi ori absolute (fatd de un sistem de coordonate) ori relative
(fatd de alte puncte).
Cunoagterea geometriei campului gravitational este necesara pentru a face posibild
transformarea observatiilor geodezice realizate in spatiul fizic (afectate de forta de gravitatie)
in spatiul geometric in care sunt de obicei definite pozitiile.
Variatiile temporale ale pozitiilor si campului gravitational rezulta din deforméarile Pdmantului
si campului siu gravitational atribuite unui numir de cauze. In geodezie ceea ce produce
aceste migcari este irelevant, fie ca este vorba de mareele terestre, solicitarile asupra scoartei
terestre si reculul, forte tectonice sau alte fenomene, inca necunoscute. Studiul acestor cauze
apartine geofizicii, dar aspectele geometrice cad in sarcina geodeziei.
Alti specialisti au impartit functional geodezia pe baza acelorasi criterii; de exemplu,
Comitetul SUA pentru Geodezie aratd ca scopurile principale ale geodezi pot fi rezumate
dupa cum urmeaza:
e infiintarea si intretinerea de retele tridimensionale de control geodezic, nationale si

globale, pe Pamant, recunoscand aspectele legate de variatiile temporale ale acestor retele
e masurarea §i reprezentarea fenomenelor geodinamice (miscarea polilor, mareele terestre si

miscarea scoartei)
e determinarea cAmpului gravitational al Pamantului, inclusiv variatiile temporale.

Instrumentul principal de cunoastere a lumii materiale il constituie observarea si In cadrul
acesteia, masurarea. Operatia de masurare reprezintd un proces experimental de obtinere a
informatiei sub forma unui raport numeric, intre valoarea marimii fizice masurate si valoarea
unei alte marimi de acelasi gen considerata drept unitate de masura.

Scopul unei cercetari stiintifice constd in descoperirea legilor care dirijeazd fenomenele
naturale, spre a fi puse in slujba activitdtii umane. Pentru aceasta, este necesard imbinarea
cercetdrii stiintifice cu aplicatia tehnica — practica, fard de care orice speculatie abstracta
devine sterila.



Pentru realizarea acestui deziderat, prima conditie in alegerea marimilor fizice, intelegand
prin aceasta si marimile care intervin in tehnica si in practica, este ca ele sa fie masurabile.

Informatiile, care constituie baza concreta de date necesara rezolvarii problemelor geodezice,
fotogrammetrice §i topografice, provin din observatiile efectuate asupra unor marimi cu care
se lucreaza frecvent si care, in principal, sunt reprezentate de masuratorile de unghiuri si
distante. Calitatea informatiilor obtinute din aceste masurdtori este functie directa de
volumul observatiilor si de precizia instrumentelor de masurat.

Se impune asadar, ca pornind de la scopul pentru care sunt efectuate masuratorile sa se
stabileasca valorile corespunzatoare ca marime si precizie, ludnd in considerare aspectul
economic referitor la volumul strict necesar si suficient al observatiilor care se impun.

Teoria erorilor de masurare sau teoria prelucrarii masuratorilor geodezice intervine cu succes
si rezolva favorabil aceste aspecte.

IMPORTANTA TEORIEI ERORILOR PENTRU PRACTICA MASURATORILOR
TERESTRE

Algoritmii de prelucrare prezintd o importantd deosebitd pentru practica masuratorilor
terestre, datoritd volumului impresionant de observatii ce trebuie executate, prelucrate si
compensate in vederea obtinerii valorilor lor celor mai probabile, ca si pentru evaluarea cat
mai corecta si mai completd a preciziei.

Cunoscandu-se cat mai exact marimile erorilor medii ale fiecarui argument masurabil in parte,
se poate determina eroarea medie a unei functii de aceste argumente. In acest fel, se poate
rezolva problema inversa a erorilor de masurare, in cadrul careia, fatd de o eroare maxima
impusa apriori unei functii ce urmeaza a se determina, se va stabili inca din faza de proiect,
care trebuie s fie erorile maxime cu care se vor masura pe teren argumentele componente.
Aceasta da posibilitatea stabilirii preciziei optime de madsurare, cu avantaje economice
importante. Astfel, la realizarea unei retele de triangulatie, necesara ridicarilor topografice, a
unei retele de microtriangulatie, necesara pentru urmadrirea comportdrii unei constructii etc.,
studiul preciziei de determinare a pozitiei punctelor retelei se face inca din faza de proiectare,
functie de configuratia retelei si de precizia cu care se vor executa masurdtorile pe teren.
Acest studiu urmareste ca erorile in pozitia punctelor, sd se Incadreze in tolerantele impuse
anticipat. La sfarsit, prin compararea erorilor post-compensate cu erorile stabilite anticipat, se
va putea aprecia corectitudinea studiului facut.

Studiul erorilor de masurare si a algoritmilor de compensare prezintd o importantd cu totul
deosebita in acele domenii ale masuratorilor terestre (Geodezie, Fotogrammetrie, Topografie
aplicatd in constructii), in care exigentele impuse in privinta preciziei sunt deosebit de
ridicate.

Se subliniaza faptul ca de fiecare data n practica masuratorilor terestre trebuie avuta in vedere
precizia optima necesara. Aceasta deoarece o precizie exagerata produce cheltuieli inutile de
fortd de munca, de mijloace materiale si de timp, iar o precizie insuficientd duce la o calitate
slaba a rezultatelor obtinute din masuratori.

Introducerea automatizarii in prelucrarea observatiilor constituie un salt calitativ important, cu
consecinte remarcabile si in domeniul masurdtorilor terestre, ca si in studiul erorilor de
masurare .

Teoria matematicd a informatiei formuleaza legile generale ale comenzii, controlului si
comunicatiilor §i stabileste principiile de codificare, prelucrare, pastrare si transmitere a
informatiei, asociindu-se cu tehnica de calcul automat. Aceastd noud directie constituie o
etapa superioara in dezvoltarea metodelor de prelucrare a rezultatelor obtinute din masuratori.



1. MASURATORI EFECTUATE iN RETELELE
GEODEZICE

Lucrarile efectuate in retelele geodezice de sprijin au ca obiectiv final determinarea
coordonatelor punctelor retelei intr-un anumit sistem de referintd. Pentru a realiza acest
obiectiv n retelele geodezice se efectueaza diferite masuratori, a caror naturd depinde de tipul
si destinatia retelei. Prin urmare, intr-o retea data nu pot fi intalnite toate tipurile de masuratori
geodezice posibile.

1. Unghiuri si directii azimutale

Unghiurile si directiile azimutale pot determina o retea de triangulatie din punct de vedere
geometric. Pentru un triunghi ABC, 1n care latura AB este cunoscuta, ar fi necesar si suficient
sd se cunoasca unghiurile din punctele 4 si B.

In lucrarile de triangulatie aceastd determinare reprezinti un caz izolat, masurandu-se aproape
intotdeauna si unghiul din punctul C (fig. 1.a). In acest fel, masuritorile unghiulare din
punctele 4, B, C sunt caracterizate printr-un ,,grad de libertate” care poate fi anulat de
necesitatea ca unghiurile compensate sa satisfaca o anumita conditie geometrica.

E D

Fig. 1. Figuri elementare, componente ale retelelor de triangulatie

a — triunghi geodezic; b — patrulater geodezic; c,d — poligoane cu punct central.
Introducerea unor masuratori unghiulare suplimentare (fig. 1. b,c,d) conduce la crearea de noi
grade de libertate in retea, reclamand respectarea de cétre valorile compensate a unui numar
corespunzator de conditii geometrice.

2. Lungimi

Lungimile masurate determina scara retelei de triangulatie. In acest scop ar fi strict necesara
cunoasterea unei singure lungimi, orice masurdtoare suplimentard conducéand, ca si in cazul
precedent, la necesitatea respectarii unei noi conditii geometrice.

Lungimile din retelele de triangulatie pentru care se accepta ponderea p = o se numesc baze
geodezice. Asemenea valori provin din masuratori precise, efectuate cu firul de invar sau cu
ajutorul instrumentelor electronice. Se pot introduce si valori finite pentru ponderi, urmand ca
valoarea cea mai probabild a acestor lungimi sa fie determinatd prin compensarea retelei de
triangulatie.

Este de mentionat cid masuritorile de lungimi micsoreaza propagarea erorilor longitudinale
din retelele de triangulatie.

In retelele de triangulatiec de ordin inferior lungimile pot fi calculate din coordonatele
punctelor de ordin superior existente eventual in retea §i care sunt considerate puncte vechi.



3. Azimute astronomice

In cazul retelelor geodezice, azimutele astronomice a se vor transforma in azimute geodezice
A, pe baza ecuatiei Laplace, determinand orientarea retelei de triangulatie.

Utilizarea azimutelor Laplace este specifica retelelor mari de triangulatie, denumite si retele
astronomo - geodezice. Deoarece aceste retele se realizeaza cu o precizie superioara retelelor
de stat, micgorarea posibilelor erori de rotatie ale intregii retele se poate realiza prin masurarea
unor azimute Laplace, la capetele retelei.

Prin relatii matematice, azimutele Laplace pot fi reduse la planul de proiectie transformandu-
se in orientdri O.

In retelele de ordin inferior, orientirile @ pot fi calculate din coordonatele punctelor de ordin
superior existente eventual in retea, si care sunt considerate puncte vechi.

4. Coordonate astronomice

Coordonatele astronomice @, A se transformd in coordonate geodezice B si L prin intermediul
relatiilor:

B=¢-¢
1.1
L=A-nsecg
in care:
B — latitudine geodezicd — unghiul format de normala in punctul P cu planul
ecuatorului terestru
L — longitudine geodezicdA — unghiul diedru format de planul meridianului
geodezic al punctului P cu planul meridianului geodezic al punctului
Greenwich
@ — latitudine astronomicd — unghiul format de verticala punctului P cu planul
ecuatorului

A — longitudine astronomicd — unghiul diedru format de planul meridianului
astronomic al punctului P cu planul meridianului astronomic Greenwich
(meridian origine).
Ele pot determina pozitia retelei de triangulatie pe elipsoidul de referinta.
Coordonatele punctelor de ordin superior sunt preluate de reguld ca elemente fixe la
prelucrarea retelelor de ordin inferior.

5. Unghiuri zenitale

Determinarea altitudinilor in retelele de triangulatie se realizeaza de cele mai multe ori prin
metoda nivelmentului trigonometric care presupune masuratori de unghiuri zenitale.
Prelucrarea observatiilor zenitale se efectueaza, in mod obisnuit, independent de prelucrarea
unghiurilor azimutale si a lungimilor. in cadrul geodeziei tridimensionale, prelucrarea tuturor
acestor masuratori se executd insd in bloc.

6. Diferente de nivel

Reteaua nivelmentului de stat, precum si alte retele de nivelment sunt determinate prin
masuritori de diferente de nivel. Metoda nivelmentului geometric este mult mai precisd in
comparatie cu metoda nivelmentului trigonometric, insd mult mai laborioasd. De aceea,
metoda este putin utilizatd in cadrul retelelor geodezice planimetrice (triangulatie, trilateratie),
numai unde accesul la punctele geodezice prin nivelment geometric nu este prea dificil.



7. Masuratori gravimetrice

In cadrul retelelor gravimetrice se fac determinidri absolute si relative ale acceleratiei
gravitatii. Determinari relative intervin si in retelele de nivelment geometric, fiind necesare la
calculul corectiilor specifice sistemului de altitudini folosit.

Desi nu in mod direct, determinarile gravimetrice intervin si in retelele de triangulatie de
ordin superior, la calculul componentelor astronomo-geodezice ale deviatiei verticalei

$ugrMag» Precum si al ondulatiilor cvasigeoidului ¢ necesare la reducerea observatiilor

geodezice la suprafata elipsoidului de referinta.

2. METODA PROIECTARII

Pentru aducerea punctelor retelelor existente pe suprafata fizicd a Paméantului, pe suprafata de
referinta (elipsoidul) s-au propus si folosit mai multe metode, dintre care metoda proiectarii
are cea mai mare aplicabilitate.

In aceasta metoda se procedeaza la aducerea elementelor misurate (unghiuri, directii, lungimi
sens $i anume:

Metoda Pizzetti, propune ca punctul P de pe suprafata fizica a Pamantului (fig.2) sa fie
proiectat, mai intai, cu ajutorul verticalei V, pe suprafata geoidului in P, urmand ca apoi, cu
ajutorul normalei N, la elipsoid, sa fie proiectat in P, pe suprafata elipsoidului de referinta.
Metoda introduce complicatii insemnate, prin faptul cd presupune cunoasterea curburilor
verticalelor necesare la stabilirea corectiilor in prima etapd a proiectérii si de aceea nu a
cunoscut pana in prezent o aplicabilitate practica deosebita.

Metoda Bruns-Helmert, propune ca punctul P de pe suprafata fizica a Pamantului sa fie
proiectat in P’ pe suprafata elipsoidului, direct cu ajutorul normalei N, la aceastd suprafata.
Aceastd metoda este mult mai practica si a fost aplicata sub conducerea lui F.N.Krasovski, la
realizarea triangulatiei rusesti, precum si a altor triangulatii europene.

Coordonatele tuturor punctelor triangulatiei de stat din tara noastrd sunt determinate prin
metoda proiectarii Bruns-Helmert.

N1 N2
Fig. 2. Reprezentarea punctelor prin metoda proiectarii

In Romania, incepand cu anul 1930, s-a utilizat elipsoidul Hayford, iar din anul 1951 se
utilizeaza elipsoidul Krasovski.



Dimensiunile unor elipsoizi de referinta

Denumirea elipsoidului Anul Semiaxa mare Turtirea Pel..l.o ada fl ¢
o < o e . . utilizare in
de referinta determinarii a[m] numerica f A s
’ Romania
Bessel 1841 6377397,155 1:299,1285 1873-1916
Clarke 1880 6378243,000 1:293,465 1916-1930
Hayford 1909 6378388,000 1:297,0 1930-1951
Krasovski 1940 6378245,000 1:298,3 1951-prezent
Sistemul geodezic de
referintd 1980 1980 6378137,000 1:298,257
WGS’ 84 1984 6378137,000 1:298,257 in prezent

3. REZOLVAREA PROBLEMELOR GEODEZICE PE ELIPSOIDUL DE
REFERINTA

3.1 REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR ELIPSOIDICE MICI

Se presupun observatiile unghiulare si distantele masurate in retelele geodezice de sprijin
reduse la suprafata elipsoidului de referinta.

Pentru situatiile curent intalnite in practica geodezica, unde distantele s < 60 km, triunghiurile
geodezice (denumite triunghiuri elipsoidice mici) sunt rezolvate ca triunghiuri sferice,
considerandu-se ca acestea sunt amplasate pe sfere medii Gauss de raze R, , unde B, sunt
latitudinile geodezice ale centrelor de greutate ale triunghiurilor respective. In asemenea
cazuri, nu se apeleaza la utilizarea directd a formulelor trigonometriei sferice, ci se aplica
metode de calcul specifice geodeziei.

3.2 EXCESUL SFERIC

Suma unghiurilor @, f,y intr-un triunghi sferic (presupuse ca neafectate de erori de

masurare) este intotdeauna mai mare decat 200% .
Diferenta rezultatd este denumita exces sferic:

e=a+ f+y-200° 1.2

Intre unghiurile masurate si reduse pe suprafata elipsoidului de referinta notate «”, 8°,7°
si unghiurile compensate prin metoda celor mai mici pétrate, «, £, y, exista relatiile:

a=a’+v,; ﬁ=ﬁ°+vﬁ; ]/=7/°+v7 1.3

in care cu v,,v,,v, s-au notat corectiile obtinute din compensare, pe baza unor ecuatii de
conditie de forma:
V,tvy+v, +w=0 1.4

Astfel, suma unghiurilor masurate si reduse pe elipsoid difera fatd de 200 nu numai prin
excesul sferic, ci si printr-o cantitate w, datorita erorilor de masurare:

a’+ B +y°-200% =g+ w 1.5
Cand se rezolva triunghiuri izolate (ceea ce intervine rar in practica geodezicd) se considera:
V, =V, =V, =-w/3 1.6



ceea ce nu este posibil In cazul compensarii riguroase a unei retele geodezice.
In ambele situatii este necesara cunoasterea excesului sferic ¢ pentru a se putea efectua
calculele de compensare si de rezolvare a triunghiurilor geodezice.

In figura 3 se observa ca suprafetele fusurilor sferice (A44), (BB) si (CC) corespunzitoare
unghiurilor «, S,y considerate, se pot exprima in functie de suprafata triunghiului sferic
ABC , notata S:

Fig. 3. Excesul sferic

(44)= S+ BCA'; (BB)=S+ ACB'; (CC)=S+ 4BC

astfel Incat, prin adunarea celor trei relatii:

(44)+(BB)+(CC)=3S +272R* -5 = 2($ + 7R?) 1.7
Pe de altd parte:

(44)= A—g4ﬂR2; (BB)= B 47R*; (cc)= €4

400# 400¢ 400¢

adica:
27R?
(AA)+(BB)+(CC)=W(Ag +B% +C*) 1.8

Unde, (Ag + B* +Cg)z (ag + 3%+ yg).
Prin egalarea relatiilor (1.7) si (1.8) se obtine:
27R*(4* + B +C* —200¢ )= 400¢ +25,
si dacd se noteaza cu ¢ expresia din paranteza, iar cu o “=2000000“/7x, atunci se va

obtine expresia de calcul pentru excesul sferic:

cc S cc
& ZFP 1.9

Pentru calcule in triunghiuri geodezice mici, suprafata sfericd S se poate inlocui cu suprafata
triunghiului plan 4 B'C' corespondent, notati S:



o< zS—Ip"’“ _ e ab'sinC _ e ac sinB e b'c'sind 110
R’ 2R? 2R? 2R '

unde 4',B,C (respectiva, 3,y din figurd) sunt unghiurile triunghiului plan.

Ceea ce trebuie retinut este faptul cd intr-un triunghi elipsoidic mic intotdeauna suma

unghiurilor este 200® plus excesul sferic.

Observatie:
Din tabelele elipsoidului de referintd Krasovski se poate extrage coeficientul:

P
= , 1.11
/ 2R?

valabil pentru gradatia sexagesimald, in functie de latitudinea medie a varfurilor triunghiului
ABC , astfel ca:

&' =~ fabsiny = facsin ' = fbcsina 1.12
Pentru laturi mai mari de 60 km, excesul sferic se poate calcula cu formula (Bagratuni 1962,
Jordan 1958):
S m*
e"=p"—| 1+ 1.13
R [ 8R2J
unde cu m’ s-a notat:
2 2 2
m? = % 1.14

Exemplificari referitoare la ordinul de méarime pe care il poate avea excesul sferic in functie
de lungimea laturii s sunt prezentate in tabelul 1.

In acelasi tabel se pot urmiri modificirile aduse de formula (7.13) asupra formulei (1.10)
pentru cazul triunghiurilor geodezice cu laturi mai mari de 60 km. S-au avut in vedere

triunghiuri echilaterale iar latitudinea medie a varfurilor triunghiurilor a fost consideratd 46° .

3.3 REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR GEODEZICE MICI CUMETODA
LEGENDRE

Una din metodele cele mai folosite pentru rezolvarea triunghiurilor geodezice mici se bazeaza
pe utilizarea teoremei Legendre (sau metoda dezvoltarilor in serie), publicata de acesta In anul
1787:

“Un triunghi sferic mic se poate rezolva ca un triunghi plan, daca se pastreaza egalitatea
laturilor celor douad triunghiuri, iar unghiurile triunghiului plan se obtin prin micsorarea
fiecarui unghi sferic cu cdte o treime din excesul sferic.”

Pentru demonstrarea acestei teoreme se scrie formula cosinusului in triunghiul sferic 4BC
(fig.4):

Fig.4. Teorema Legendre

a b c . b . c
COS— = COS—CO0S— + SIn—sIin—cos & , 1.15
R R R R R



care poate fi dezvoltata 1n serie folosind relatii de forma:
2 4 3
X . X
cosx:1—7+—+ ..... ; smx:x—z+ ..... , 1.16

obtinandu-se:
—a’+b*+c* at+b' +ct —2a%b* —2a%c? -2b%c?
cosa = + > 1.17
2bc 24R"bc
In triunghiul plan 4'B'C’, cu unghiurile o', B, si aceleasi laturi a,b,c rezulti din teorema
Pitagora generalizata:

. br+ct-a?
cosg =——— 1.18
2bc
si ca urmare:
I at +b* +c¢* —=2a°b* —2a*c* -2b°¢?
sin“a =-— o 1.19
4b-c
Din ultimele trei relatii rezulta:
' C . '
cosa =cosa ——sin’a 1.20
R

Din egalitatea: o = o' + (a - a') se obtine prin dezvoltare in serie:

cosazcosa'—(a—a')sina', 1.21
adica:
e bc sina 1§ . &°
a-a) =p“———=——p“r— 1.22
( ) PR 3R P 3

Relatii similare se pot obtine si pentru diferentele B—pf; y—y, ceea ce constituie
demonstratia teoremei Legendre.
Aproximatiile generate de dezvoltarile in serie (1.16), (1.21), (1.22), limiteaza domeniul de
aplicabilitate a rezolvarilor triunghiurilor geodezice cu teorema Legendre pana la distante
s < 60km .
Deci, etapele care trebuie sd fie urmarite pentru a putea rezolva un triunghi elipsoidic mic prin
metoda Legendre constau in:
e calculul excesului sferic cu una dintre relatiile (10)
e compensarea unghiurilor in triunghiul elipsoidic mic prin calcularea neinchiderii si
repartizarea ei, Tn mod egal, celor trei unghiuri
e calculul unghiurilor in triunghiul plan prin corectarea celor de pe elipsoid cu o treime
din excesul sferic
e calculul celorlalte laturi in triunghiul plan care, conform teoremei, sunt egale cu cele
din triunghiul sferic

Un exemplu de rezolvare a triunghiurilor geodezice cu teorema Legendre se prezintd in
tabelul 5.2.
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3.4 REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR GEODEZICE MICI CU METODA
ADITAMENTELOR (Soldner)

Cu metoda aditamentelor, introdusa de J.G. Soldner in anul 1810, un triunghi geodezic mic
oarecare (aproximat ca triunghi sferic) se rezolva prin intermediul unui triunghi plan, ale carui
unghiuri sunt egale cu unghiurile triunghiului geodezic (reduse pe elipsoid) modificandu-se
insa laturile acestuia din urma.

Metoda aditamentelor a cunoscut o mai mica aplicabilitate in comparatie cu metoda Legendre,

in retelele geodezice de sprijin.

Din teorema sinusurilor, in triunghiurile sferic 4BC si plan ABC', format in modul
mentionat mai Inainte, rezulta (fig. 5):

Fig.5. Teorema Soldner

sina sin- sina a
— = g , respectiv. @——=—, 1.23
sinfg 0 sinf b
R
de unde:
3
g AT e
— = 6+ 1.24
b b
b———+..
6R
Aceasta ecuatie este indeplinitd numai atunci cand:
3 3
\ a , b
a=a- i b=b-—7, 1.25
6R’ ? 6R’
sau in general:
3
s=s———, 1.26
6R
Marimea:
3
s = - P 1.27
6R

cu care trebuie modificatd latura s din triunghiul sferic pentru a se obtine lungimea

corespondentd s in triunghiul plan intermediar se numeste aditament liniar.
Se poate demonstra ca pentru calculul aditamentelor in cazul triunghiurilor geodezice mici

(s <60 km), este suficient s se utilizeze o valoare medie pentru curbura totala K =1/R?,
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pentru teritorii care acoperd 5° in latitudine spre nord si spre sud (aproximativ 1000 km in
total pe directia nord — sud). Astfel, pentru tara noastra se poate considera:

R=R,, =6378957m, pentru care 61 =4,0959-107" 1.28

=
In cazul unor distante s mai mari de 60 km se poate extinde dezvoltarea in serie initiala,

astfel Incat:
. s s
s =s———+ 7
6R” 120R
Termenii corectivi introdusi in ultimele relatii nu aduc contributii esentiale, asa cum rezulta si
din tabelul 3.

ERRTTR 1.29

Deci, etapele care trebuie urmadrite pentru rezolvarea triunghiurilor elipsoidice mici prin
metoda aditamentelor constau in:
e calculul excesului sferic cu una din relatiile (10)
e compensarea unghiurilor in triunghiul elipsoidic mic prin calcularea neinchiderii si
repartizarea ei in mod egal celor trei unghiuri:
w=(4"+B +C")-(200° +¢)
A=A -w/3; B=B -w/3:C=C"-w/3
unde, cu 4", B", C" s-au notat valorile unghiurilor reduse pe suprafata elipsoidului de
referinta.
e calculul aditamentului liniar al laturii a si apoi a valorii in triunghiul plan
e calculul celorlalte doua laturi ale triunghiului plan

e cu aceste valori calculate se determind aditamentele liniare ale celorlalte doua laturi si
apoi marimea lor 1n triunghiul elipsoidic mic

Pentru exemplificarea rezolvarii unui triunghi geodezic mic cu metoda aditamentelor s-a
reluat exemplul din tabelul 2, calculele efectudndu-se in tabelul 4.
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4. RETELE DE SPRIJIN PLANIMETRICE

1. Reteaua geodezica de stat
2. Reteaua de triangulatie locald
3. Reteaua de ridicare

1. Reteaua geodezica de stat

Reteaua geodezica de stat este constituitd din puncte de triangulatie geodezica de patru ordine
si din puncte de poligonometrie. Aceasta retea se prezinta sub forma unei retele compacte de
triunghiuri combinate cu patrulatere cu ambele diagonale observate, avand scopul stiintific
principal de stabilire a formei si dimensiunilor elipsoidului pamantesc. Pe langa acest scop
stiintific, valabil intotdeauna, ea ajutd evolutia tehnica, astfel incat:

a) serveste ca osaturd a hartii Romaniei la scara mica;

b) serveste ca baza de pornire pentru executarea planurilor cadastrale la scard medie;

c) sta la baza retelelor de sprijin locale si de ridicare pentru planuri la scari mari pentru toate
lucrarile de urbanism, drumuri, cai ferate, cdi navigabile, baraje, canale de irigatii, etc.;

d) serveste la calculul orientarii tunelurilor si galeriilor.

Dezvoltarea generald a impus necesitatea unor planuri la scari din ce in ce mai mari, care
necesita retele de sprijin din ce In ce mai precise.

Reteaua de triangulatie a Romaniei, conform instructiunilor din 1962, are patru ordine,
realizand o densitate medie de 1 punct /20 km?.

a) Reteaua de ordinul I are punctele dispuse in varfurile unor triunghiuri, pe cat posibil
echilaterale, asigurand o lungime a laturilor in medie de 25 km in regiunile de munte i 20 km
in regiunile de ses, densitatea obtinuti fiind de 1 punct / 500 km2 In interiorul fiecarui
triunghi de ordinul I se introduc punctele de ordinul II, in mod obisnuit trei puncte, laturile
triunghiurilor de ordinul II fiind circa 2 din cele ale triunghiului de ordinul 1.

b) Reteaua de ordinul II are punctele dispuse in varfurile unor triunghiuri cu laturile de 13
km i asigura o densitate de 1 punct / 150 km?.

¢) Reteaua de ordinul III se obtine prin indesirea punctelor in asa fel incat in interiorul
fiecarui triunghi de ordinul II si avem circa trei puncte de ordinul III. In cazul retelei de
triangulatie de ordinul II1, laturile triunghiurilor sunt de 8 km si asigura o densitate de 1 punct
/ 50 km?. Coordonatele acestor puncte se determina legandu-se de puncte de ordinul II sau de
ordinul II si L.

d) Reteaua de ordinul IV se obtine introducand in interiorul triunghiurilor de ordinul III,
punctele de ordinul IV astfel incat distanta intre acestea sa fie de circa 4 km iar densitatea lor
de 1 punct / 20 km? Densitatea de 1 punct / 20 km? este cu totul insuficientd pentru a putea
ridica suprafetele topografice. Pentru a ne putea apropia cat mai mult de punctele de detaliu si
a putea face ridicarea suprafetelor cat mai fidel, se impune marirea numarului de puncte.
Pentru aceasta se realizeaza retele de triangulatie locala si retele de ridicare.

2. Reteaua de triangulatie locala

Pe suprafete topografice care nu depasesc cateva sute de km?, unde nu exista retea geodezica
de stat, sau aceasta nu este folosibila din punct de vedere al densititii, se realizeazd o
triangulatie locala. Prin metoda triangulatiei locale se determina coordonatele unui numar de
puncte prin intermediul retelei de triunghiuri ale caror varfuri sunt materializate in teren.
Distanta dintre puncte este cuprinsa intre 0,5 si 3 km. Forma retelei de triangulatie este functie
de forma suprafetei pe care o avem de ridicat, putdnd avea dupa caz retea de triunghiuri
formand un poligon cu punct central, patrulater cu vize pe ambele diagonale, lant de
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triunghiuri, lant de patrulatere sau o combinatie intre acestea. In cazul suprafetelor cu un
contur circular se alcatuieste o retea in forma de poligon cu punct central (fig.6), in care se

masoard toate unghiurile si o baza ( AB =B;); pe baza acestor elemente masurate, care vor fi
compensate, se vor calcula orientarile laturilor si coordonatele punctelor.

Fig. 6. Poligon cu punct central

In cazul in care suprafata pe care o avem de ridicat este mult mai lunga decat latd, se va folosi
patrulaterul cu ambele diagonale vizate (fig.7), lantul de triunghiuri (fig.8) sau o combinatie
dintre acestea.

Fig. 7. Patrulater Fig. 8. Lant de triunghiuri
cu diagonale vizate
Si 1n aceste forme de retele se vor masura toate unghiurile, masurarea unei singure baze
nemaifiind suficienta, deoarece nu se poate face Inchiderea tot pe baza de pornire. Pentru
aceasta se va mai masura cel putin o bazd de inchidere (B,). Daca lantul de triunghiuri este
foarte lung, se obisnuieste ca dupa fiecare 10 - 15 triunghiuri sa fie masuratd o baza de
inchidere.
O triangulatie locald, indiferent de forma acesteia, necesitd urmatoarele operatii principale :
a) Operatii preliminarii care constau din:
- Intocmirea proiectului retelei pe o hartd topografica;
- recunoasterea terenului pe care urmeaza sa fie executata aceasta triangulatie locala;
- definitivarea proiectului de triangulatie in conformitate cu situatia din teren;
- marcarea si semnalizarea punctelor retelei de triangulatie.
b) Efectuarea mdsurdtorilor care consta din;
- mdsurarea tuturor unghiurilor;
- mdsurarea unei baze sau a unor baze de triangulatie;
- determinarea orientarii bazei de pornire sau a unei laturi din reteaua de triangulatie, orientare
care se poate determina prin metode astronomice sau magnetice.
¢) Calculul triangulatiei care consta din:
- compensarea elementelor masurate;
- calculul laturilor retelei de triangulatie;
- calculul orientarii laturilor;
- calculul coordonatelor punctelor de triangulatie.
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3. Reteaua de ridicare

Prin punctele retelei geodezice de stat si din triangulatiile locale, se ajunge la o densitate a
acestora mult prea mica pentru a constitui o retea de sprijin pentru ridicarea detaliilor in
vederea intocmirii de planuri la scari mari (1:5000, 1:2000, 1:1000, 1:500). De asemenea, prin
retelele locale de triangulatie se ajunge la puncte situate la o distanta de 0,5 - 3 km, mult prea
indepartate intre ele pentru a putea face ridicarea detaliilor. Pentru a ridica punctele de detaliu,
trebuie sd cream in teren puncte de sprijin situate la o distantd de 100 - 250 m. Madrirea
numarului de puncte prin metoda triangulatiei nu este potrivitd, deoarece s-ar produce
cheltuieli si munca inutila pe de o parte, iar pe de altd parte, in majoritatea cazurilor, nici
natura terenului nu ar permite acest lucru datorita acoperirii cu diferite detalii si a reliefului
acestuia.

Prin reteaua de ridicare se intelege reteaua creatd in scopul asigurarii numarului de puncte
necesare ridicarilor topografice; ea este alcatuitd din puncte de: intersectie inainte, inapoi,
laterala si drumuire care se sprijind n determinarea lor pe puncte din retelele determinate
anterior. Densitatea retelei de ridicare se stabileste in raport cu scopul lucrarilor si scara de
redactare a planurilor topografice, conform instructiunilor tehnice de lucru.
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MODUL 2

5. ALGORITMI PENTRU COMPENSAREA MASURATORILOR INDIRECTE

La acest tip de masuratori, valoarea marimilor pe care dorim sa le determindm se obtine prin
intermediul altor marimi masurate direct, marimile masurate direct si cele de determinat fiind
functional dependente intre ele.

Cazul general:

Se considerd M, M} ,....M ° ca valori medii ale unor mirimi determinate direct (rezultate din
masuratori directe), iar x,,x, ,.....x, , marimi ce urmeaza a fi determinate indirect.
Presupunem de asemenea ca relatia dintre aceste 2 tipuri de marimi este exprimata de:
0 —

M +v, = F(x,,x,,.... ,xh) 5.1
i=12,...n si n>h
Relatia n>h (adicd numadrul ecuatiilor sa fie mai mare decat numarul necunoscutelor) se
impune In vederea depistarii eventualelor greseli cét si pentru marirea preciziei. Problema
care se pune este, ca din sistemul (5.1) sd se deduca cele mai bune valori x,,x, ,.....x, .

Daci masuritorile M ar fi perfecte (neafectate de erori), acest sistem s-ar prezenta sub

forma:

M'=F(X,, X, X,,) 5.2
i=12,...n; n>h
Acest sistem ar fi compatibil si rezolvabil in raport cu necunoscutele x,,x,,.....,x,, deci,

operatiile de masurare s-ar reduce la atidtea masuratori cate necunoscute sunt. In practica insa,
masuritorile de orice naturd sunt afectate in mod inerent de erori.
Datorita acestor erori de masurare, sistemul (5.2) este incompatibil, de aceea marimilor

madsurate direct trebuie sd li se aplice niste corectii v, , astfel ca sistemul sd devina compatibil

in raport cu necunoscutele x;,x,,.....,x,.

Valorile cele mai probabile ale corectiilor se determind aplicand metoda celor mai mici
pdtrate. Deci, marimile v, reprezintd corectiile ce trebuiesc aplicate marimilor masurate
direct, pentru a fi satisfacute toate ecuatiile de tipul (5.1) ce pot fi intocmite pentru rezolvarea
unei anumite probleme.

Metoda celor mai mici pdtrate se ocupd deci cu compensarea erorilor de mdsurare,
determindndu-se valorile cele mai probabile pentru marimile masurate, cdt §i erorile medii la
care ne putem astepta.

Determinarea acestor valori probabile este conditionatd de minimul sumei patratelor erorilor
luate fata de o marime de referinta (M ).

5.1 LINIARIZAREA ECUATIILOR

In majoritatea cazurilor functiile F; din relatia (5.1) nu sunt liniare, compensarea fiind foarte
greoaie. Pentru usurarea calculelor de compensare, aceste ecuatii se aproximeaza cu niste

ecuatii liniare, obtinute prin dezvoltare in serie Taylor, in vecinitatea unor valori x',

apropiate de cele adevarate.
Valorile probabile ale necunoscutelor vor fi in acest caz:

Xi=X1.0+xl. 5.3
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unde, i=12,....,n s1 x, reprezintd corectii ce urmeazd a fi determinate in procesul de
compensare si apoi addugate valorilor aproximative X in vederea obtinerii valorilor celor

mai probabile ale marimilor cdutate, X, .

Aceste corectii Insa, trebuie sa fie suficient de mici, astfel incat in dezvoltarea in serie Taylor
sd putem neglija termenii de ordinul II si mai mari.
Introducand relatia (5.3) in (5.1) obtinem:

0 _ 0 0 0
MOy, =F(X" +x, X0 +x,, . X0 +x,) 5.4
Deci, corectia va avea valoarea:
0
v =F(X 4 x, X042y X4 x,)— M 5.5
Dezvoltand aceasta expresie in serie Taylor si neglijand termenii de ordinul II §i superiori,

rezulta:
JF, OF, JF,
= -x + "Xy et "X, 5.6
ox, ), ox, ), ax, ),

Pentru simplificarea calculelor se fac urmatoarele notatii:

oF) _, OF) _, ) _,

F+x, X0 4x,, 0 X0t x, )= MO =1
Cu aceste notatii expresia (5.6) devine:
v, =ax, +bx, +...hx, +1, 5.8

5.7

(i=12,...m;n>h)
Aceastd relatie poartd denumirea de sistemul liniar al ecuatiilor de corectii.

Observatii:

e Fiecare masuratoare genereaza cte o ecuatie de corectie.

e Din expresiile coeficientilor si a termenului liber (5.7) se observa cd marimea
masuratd direct M, deci cea care este afectatd de erori intervine numai in termenul
liber.

Rezulta deci, ca eroarea unei ecuatii de corectii este egala cu eroarea termenului liber, iar

coeficientii a,,b,,.....,h; se considera constante lipsite de erori.

e Dacd mirimile masurate direct M sunt determinate cu aceeasi precizie, atunci si

ecuatiile sistemului liniar vor fi de aceeasi precizie.

e Sistemul liniar poate fi inmultit cu aceeasi constantd, rezultatul final rdmanand
neschimbat. In cazul in care ecuatiile sistemului liniar ar fi inmultite cu constante
diferite, s-ar modifica si ponderile in mod diferit.

e Sistemele ponderate (de precizii diferite) pot fi reduse la sisteme neponderate, daca

fiecare ecuatie se multiplica cu 4/ p; , adica:

Vizv[\/;izai\/?i~xl+b[ DXy ot hop -x, +1A D 59
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Acest nou sistem poartd denumirea de sistem de ecuatii omogenizate si au toate
ponderea egald cu /.
e Din expresia termenului liber (5.7) rezulta regula practica de calcul a acestuia:

Flx +x, X042, x4y, - M) =1 5.10
Termenul liber = valoare calculata - valoare masurata

5.2 NORMALIZAREA ECUATIILOR
5.2.1 Compensarea masuratorilor indirecte de aceeasi precizie

Din sistemul liniar al ecuatiilor de corectii dat de (5.8) in care presupunem cé toate ecuatiile
au aceeasi pondere, valorile cele mai probabile ale corectiilor se deduc utilizind metoda celor
mai mici patrate, adica:

[vv]=min. 5.11

Daca in acest sistem inlocuim valorile corectiilor v, obtinem:

[vv]z Vi AVE etV = (aX, b, o hx, 1)+
+(ayx, +byx, + .+ hyx, + 1) +

2 ..
+ (a,x, +b,x, +...+ hx, +1,) =minim

Aceasta reprezinta o functie de x, adica:

[vv]:F(xl,x2 ....,xh) 5.12
Pentru determinarea minimului acestei functii de mai multe variabile, trebuie ca derivatele
partiale de ordinul intai ale functiei in raport cu fiecare din necunoscute sa fie zero.
Efectuand aceste derivate obtinem:

or =2a,(a,x, +bx, +...+hx, +1)+
o x,
+2a,(a,x, +b,x, +...+ hyx, +1,)+ 5.13
Tt +
+2a,(a,x, +bx,+...+hx,+1)=0
sau: [av]zO 5.14
oF =2b(a\x;, +bx, +...+ hyx, +1)+
ox,
+2b,(a,x, +byx, +....+ hyx, +1,) + 5.15
T +
+2b (a,x, +b,x,+...+hx,+1)=0
sau: [bv]zO 5.16

Analog se calculeaza si celelalte derivate, ultima fiind:
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ar =2h(a\x, +bx, +...+ hx, +1)+

Xn
+2h,(ax, +byx, +....+ hyx, +1,)+ 5.17
e +
+2h,(a,x, +bx,+..+hx, +1)=0
sau:  [hv]=0 5.18

Anularea derivatelor partiale de ordinul intdi determind punctele stationare ale unei functii
care sunt in acelasi timp puncte de minim, adica derivata de ordinul II este pozitiva.
Efectuand calculele n (5.13), (5.15), (5.17) si trecand la notatiile Gauss, obtinem:
[aalx, +[ab]x, + ...+ [ah]x, +[al]=0
[ablx, +[bb]x, +....+ [ph]x, +[bl]=0 5.1
[ah]x, +[bh]x, + ...+ [hh]x, +[Rl]=0
Sistemul (5.19) poartd denumirea de sistem normal al corectiilor.
Matricea coeficientilor acestui sistem este simetricd, deci nesingulard. Rezultd cd sistemul
admite solutie care este unica.
Prin rezolvarea acestui sistem, se determind corectiile x, care aplicate valorilor apropiate X
dau valorile cele mai probabile ale necunoscutelor:
X, =X +x, 5.20
De asemenea, cu ajutorul corectiilor x;se pot deduce si valorile v, ce vor fi aplicate marimilor
masurate M
v, =ax, +bx, +...+hx, +1, 5.21

Determinarea practica a coeficientilor si a termenilor liberi ai ecuatiilor normale se face in
tabele intermediare de forma:

1.Tabelul coeficientilor ecuatiilor de corectii

Nr. a; b; ceoee h; I; S; Control
crt.
1 aj b; hy Il S; S;=a;+b;+...+
hi+ 1
2 ar bz hg 12 S2
n an b, h, l, S S,=a,t b,*....+
hyt 1,
5]
2 | fa] | B] | - [h] [y y Zi=[a] + [b]
+..... + /h]+ 1]
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2.Tabelul coeficientilor ecuatiilor normale

Control :[aS] =
[aa] | [ab] Jah] | [al] [aS] [aa] + [ab]+...+
[ah] + [al]
[bS] = [ab] +
[bb] [bh] [bl] [bS] [bb] +...+[bh] +
[bl]
[hS] = [ah] +
[hh] [hl] [hS] [bh]+ ...+ [hh] +
[hi]
[l [1S] control

5.2.2 Compensarea masuratorilor indirecte ponderate

In sistemul liniar al ecuatiilor de corectii (5.7) presupunem ci ecuatiile au precizii diferite
deci, ponderi diferite.

Valorile cele mai probabile ale corectiilor in acest caz se obtin utilizand de asemenea metoda
celor mai mici patrate, adica:

[pvv] = min. 5.22

Daca 1n acest caz inlocuim valorile corectiilor v, obtinem:

2 2 2 2
[pvv]: PV, +p,v, +et+pv, =pax +bx, +..+hx, +1) +

+py(a,x, +b,x, +..+ hyx, +1,)° + 5.23

2 ..
+p, (anx1 +b,x,+...+h,x, +ln) = minim

Si 1n aceastd situatie relatia (5.23) reprezinta o functie de x, adica:

[pvv]zF(xl,xZ,....,xh) 5.24
Pentru determinarea minimului acestei functii de mai multe variabile, trebuie ca derivatele
partiale de ordinul intéi ale functiei in raport cu necunoscutele si fie zero. Efectuand aceste
derivate obtinem:

or =2pa,(ax, +bx, +...+hx, +1)+
ax,
+2p,a,(ax, +b,x, + ...+ hyx, +1,)+ 5.25
+ +

+2p,a,(a,x, +b,x, +..+hx, +[)=0

sau: [pav] =0 5.26
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oF

=2pb(a,x, +bx,+...+hx, +1)+

X,
+2p,b,(a,x, +b,x, +...+ hyx, +1,)+ 5.27
e +
+2p,b,(a,x, +b,x,+...+hx, +1)=0
sau: [pbv]=0 5.28
Analog se calculeaza si celelalte derivate, obtinandu-se:
or =2ph(ax, +bx, +..+hx, +1)+
ox,
+2p,h,(ayx, +byx, + ...+ hyx, + 1)+ 5.29
o +
+2p,h,(a,x, +bx, +...+hx, +1)=0
sau: [phv]=0 5.30

Efectuand calculele in (5.25), (5.27), (5.29) si trecand la notatiile Gauss, rezulta:
[paa]x1 + [pab]x2 +ot [pah]xh + [pal] =0
[pablx, +[pbb)x, + ...+ [pbh]x, + [pbl]=0

[pahlx, +[pbh)x, + ...+ [phh]x, + [phi]=0

Sistemul (5.31) poarta denumirea de sisten normal al corectiilor in cazul mdsuratorilor
indirecte ponderate.
Prin rezolvarea acestui sistem, se determind aceleasi corectii x; care, aplicate valorilor

5.31

apropiate X ne dau valorile cele mai probabile ale necunoscutelor:
X, =X +x, 5.32

De asemenea, cu ajutorul corectiilor x,se pot deduce ulterior valorile v, ce vor fi aplicate

marimilor masurate M
v, =ax, +bx,+...+hx, +1, 5.33

Determinarea practicd a coeficientilor si termenilor liberi ai ecuatiilor normale se face in
tabele asemanatoare celor de la masuratorile indirecte de aceeasi precizie, si anume:

1.Tabelul coeficientilor ecuatiilor de corectie

Nr.ert. | pi | ai | b; | ... | hi | I S; Control
1 Pl aj b] hj lj Sj S1=a1+ b1+ ..... + h1+ l1
2 p2 arz b2 hg lg Sg
n polan|bn| ... | hyl|ls]| Su S,=a,+ b,t....+ h,t 1,
5]
z -]\ b]  N 5| Zi=fa] ][] [T
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2.Tabelul coeficientilor ecuatiilor normale:

Control: [paS] = [paa]
+ [pab]
[paa]| [pab]| ... | [pah]| [pal] |[paS] +...+ [pah]
+/pal]
[pbS] = [pab] + [pbb]
[pbb] | .... | [pbh] | [pbl] | [pbS] |+ ...+ [pbh] + [pbl]

[PhS] = [pah] + [pbh]
[phh] | [phl] | [PhS] |+ ...+ [phh] + [ph]

[pll] | [pIS] control

5.3 REZOLVAREA SISTEMELOR DE ECUATII NORMALE

Metodele de rezolvare a sistemelor liniare se Tmpart in doua grupe:

1.Metode exacte, care dau un algoritm finit pentru calculul solutiei (exemplu: regula lui
Cramer, metoda eliminarii succesive a lui Gauss).

2.Metode iterative, care permit gasirea solutiei cu o eroare oricat de mica dar nenula printr-un
proces unic numit proces de iteratie.

Metodele iterative sunt simple si comode in cazul in care se folosesc calculatoarele
electronice.

Pentru practica geodezica se foloseste cu succes rezolvarea sistemelor de ecuatii normale prin
metoda eliminarilor succesive a Ilui Gauss.

Principiul metodei:
Consideram un sistem normal de 3 ecuatii:

[aalx1 + [ab]x2 + [ac]x3 + [al] =
[ablx, +[bbx, +[be]x, +[br]=0
lacks, +[bcly, +eck, +[cr]=0

Metoda de rezolvare consta in reducerea de necunoscute, prin eliminari succesive:
Din prima ecuatie a sistemului (5.34) se scoate necunoscuta x, si se introduce in celelalte

__lab] ac]  [al]

] " aa]”  Jaa]™  [aa)
ab ac al
O AL ]] [obl + ek, + ]=0

_[Ei]] xz-[“f;]%c] [“[b][”]‘l] +[pb]x, + [bel, +[p1]=0

o 31

23

5.34

doua:




In cea de-a treia ecuatie vom obtine: 5.35

lab] lac] Lol e, s feel, + o] =
N o L | L3 2 )

[ab][ac ] [ac] [ac][a l] .
Aotlee, Lok ool g e -

ffep-etlecl {[cc]_ [[“;j]} RO

Se fac urmatoarele notatii:

[ab}
[aa]
lbe]- [af][fic] lbe.1]
[b1]- [“[b][‘jl] [b.1] 5.36
[cc] — % = [cc. 1];
lel]- [a[c][cil] le.1]

Aceste expresii poartd denumirea de algoritmi Gauss de ordinul I .
Cu ajutorul lor, ecuatiile se vor scrie:

[bb]- =[bb.1]

[bb.1]x, + [be.1]x, +[bL1]=0

5.37
[bc. l]x2 + [cc. l]x3 + [cl. 1] =

In continuare, vom elimina necunoscuta x, procedand analog:
din prima ecuatie se scoate x, si se inlocuieste in cea de-a doua:

_[pe. 1] [b1.1]

" o] o]
Rezulta:

[be. 1] [b1.1]
1 N A=
e ]( et - el + -0
2
_pea] | fedfola] [cc.1]x, +[c1.1]=0 5.38

o] [obd]

flci- Bl fa- et

[bb.1]

Adoptand urmatoarele notatii:
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[be1]
[][][]

(1] [b‘i;g[’ﬁ U]

care poartd denumirea de algoritmi Gauss de ordinul II, ecuatia finala va fi:

[cc.2]x, +[c1.2]=0 5.39
Deci: x; = [CZ 2] 5.40
[cc 2]

Prin eliminari succesive am reusit s aducem sistemul la o forma triunghiulara.
Pornind in ordine inversa, se determina apoi x, $i x,.

Toate calculele se fac intr-un tabel numit schema Gauss

Relatia de verificare a solutiilor obtinute:

[(s-1)x]=-[] 5.41

Aceastda relatie se obtine prin Insumarea tuturor ecuatiilor (5.34), adica a elementelor
respective de pe liniile ecuatiilor din schema.

Solutiile se mai pot verifica introducandu-le in toate ecuatiile, pe care trebuie sa le satisfaca.
Aceastd verificare va fi satisfacutd in limita preciziei de calcul - precizie care depinde de
numarul de cifre utilizat in calcule, de numarul ecuatiilor si mai ales de conformarea
sistemului.

Se prezintd mai jos modul de calcul in schema Gauss:

a) se inscriu coeficientii ecuatiilor normale pe liniile:

-pentru ecuatia I 1n linia (1)

-pentru ecuatia II in linia (3)

-pentru ecuatia III 1n linia (6)

Datorita faptului ca sistemul este simetric e suficient sd se Inscrie coeficientii de pe diagonala
si cei de deasupra.

b) Se imparte linia (1) cu coeficientul -[aa], obtinandu-se linia (2) care nu reprezinta altceva
decdt prima ecuatie eliminatoare (5.35)

¢) Linia (4) care reprezintd ecuatia sistemului redus odata se obtine astfel:

[ab]

-se ia drept PIVOT elementul din linia (2) coloana (2), adica — ﬁ se Inmulteste succesiv cu
aa

elementele din linia (1) , 1ar la aceste valori se adauga coeficientii din linia (3).
exemplu:

[bb.1]= —% x [ab]+ [pb]

Se va face obligatoriu controlul: [bh.1]+[be.1]+[bl.1]= [bs.1]
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Schema Gauss redusa

[aa] [ab] [ac] [al] [as] -
S 2 5 O 5 ooy
[aa] [aa] [aa] [aa]
x= | [o] [oc] [o1] [bs] -
[bb.1] [be.1] [b1.1] [bs.1] control
-1 C[ped] | [p1] ~ [bs]] control
[6b1] [6b1] [6b1]
xX,= [ce] [cl] [es] -

[cc.2] [c1.2] [es.2] control
-1 [e2] [es2] control
[cc2] [cc2]

d) Linia (5) rezulta din linia (4), care se imparte cu — [bb.l] reprezentdand din nou o ecuatie
eliminatoare.

e) Pentru deducerea algoritmilor Gauss de ordinul Il din linia (7) - linie ce reprezintd ecuatia
redusa de doud ori 2.72, se procedeaza astfel:

-se vor considera doi pivoti i anume:

[ac] . [bc 1]

elementul din linia (2) coloana (3), adica — 1
e) 3) el ¥ sl

succesiv cu elementele din linia de deasupra lor, se aduna aceste produse si apoi se insumeaza
si cu elementele corespunzdtoare din linia (6).

Acesti pivoti se Tnmultesc

exemplu:

[c12]= { %x[z] { F)C 1% 1]+ [el]

Controlul obligatoriu al acestei linii (7) este:

[cc.2] + [cl.2] = [cs.2]

Linia (8) se deduce din (7), impartind-o pe aceasta cu - [cc.2].
Se deduc necunoscutele in urmadtoarea ordine:

[cl 2]

[cc 2]

-din linia (5) se deduce x,, iar din linia (2) se determina si x;.

-din linia (8) rezultd direct x, =
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5.6 TRATAREA MATRICEALA A MASURATORILOR INDIRECTE

Se da sistemul liniar al ecuatiilor de corectii:

v.=a,x, +bx,+...+hx, +1,
i=I-n
n >h

a) Cazul masuratorilor de aceeagi precizie

Adoptam urmatoarele notatii:

al bl hl
a2 bn . .
A= (vectorul coeficientilor)
an bn hﬂ
X
X
x = | % |(vector coloand al necunoscutelor)
)
Vi
v=|" (vector coloana al corectiilor)
Vﬂ
ll
l . o
L= |?| (vector coloana al termenilor liberi)

[

n

Sistemul liniar initial devine avand in vedere notatiile facute:

= A-X+ L
(n,l) (n,h) (/1,1) (n,l)

Punand conditia de minim impusd de metoda celor mai mici patrate, rezulta:
T ..
V' V— minim

Deci, derivatele partiale in raport cu necunoscuta x trebuie sa fie egale cu zero;
cu alte cuvinte minimul acestei functii in x se afla punand conditia Vf = 0.

(A4X + L) -(4X + L) — min.
Derivand, se va obtine: (tinand cont de proprietatea gradientului)

V(fl,f2)=(Vfl)T f +(Vf2)T i
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AT(AX + L)+ A" (AX +L)=0

A"(AX +L)=0
T
ATAX+ATL:0:>X:—ATL =
A" 4
—(4T4) AT L=-N"ATL

X=-N"4"L

b) Cazul masuratorilor ponderate
Pornim de la acelasi sistem de ecuatii de corectii:
v, =ax +bx,+..+hx, +1 = p,

i=I-n
n>h
Apare in plus fata de cazul masuratorilor de aceeasi precizie matricea ponderilor:

p, 0 0 ... 0
|0 P 0 0
0 0 0 »,
Sistemul initial se va scrie:
V=AX+L

iar conditia de minim va deveni in acest caz:

VTPV — min.

Deci:
(AX +L) - P(AX + L)— min.

Vf =0
A"P(AX + L)+ A"P(AX +L)=0
24"PAX +2A4"PL=0
T
CAPL _ (4rpa)' 4TPL
A" P4

X=-N"'4"PL

28

5.98

5.99

5.100

5.101

5.102

5.103

5.104



MODUL 3

6. ALGORITMI PENTRU COMPENSAREA MASURATORILOR CONDITIONATE

Metoda masuratorilor conditionate se aplica in general in geodezie, la compensarea retelelor
de sprijin (triangulatie, trilateratie, poligonometrie, nivelment).

O retea de sprijin, de exemplu de triangulatie, este constituitd dintr-o succesiune de figuri
geometrice (triunghiuri, patrulatere, poligoane). Pentru realizarea acestei retele se masoara
unghiuri si laturi. In general insa, pentru eliminarea greselilor si imbunititirea preciziei, nu ne
limitdm la a masura un numar de elemente (unghiuri, laturi) strict necesare pentru construirea
retelei respective, ci se mdsoard un numadr de elemente in plus. Este evident caci intre
unghiurile masurate, precum si intre unghiuri si laturi, existd anumite relatii geometrice
impuse de geometria retelei.

Pentru rezolvarea problemei de compensare este util sa se evalueze numarul acestor relatii cat
si caracterul lor, pastrand inséd doar relatiile independente.

Numarul ecuatiilor de conditie independente este egal cu numarul masuratorilor efectuate in
plus (nr. gradelor de libertate).

Exemplu:

Pentru construirea unui triunghi sunt necesare 3 elemente dintre care cel putin unul liniar.
Presupunand ca este cunoscuta o laturd, atunci este necesar si suficient, pentru construirea
triunghiului sa se masoare doud unghiuri.

Daca se masoara si cel de-al treilea unghi, atunci ele trebuie sa satisfaca conditia:

A+ B+ C=200% 6.1

Avand deci o masuratoare 1n plus, este necesar sd Intocmim o ecuatie de conditie.
Deoarece valorile obtinute din masurdtori sunt afectate in mod inerent de erori, conditia (6.1)
nu va fi riguros satisfacuta, de aceea:

A+ B+C-200¢ = 6.2

unde, discordanta w reprezintd neinchiderea in triunghi ca urmare a erorilor de masurare.

Pentru a satisface conditia (6.1) este necesar ca valorile masurate, afectate de erori sa fie
modificate cu anumite cantitdti, numite corectii (v, ).
Vom avea astfel:

(A+v,)+(B+v,)+(C+v.)-200% =0 6.3
Tinand seama de (6.2),se obtine ecuatia de conditie a corectiilor:
V,+vp+v, +w=0 6.4

Cazul general

Se considerd » mdrimi X,,X,,....X, pentru determinarea carora s-au efectuat masuratori

directe, gasindu-se rezultatele /;,/,,.....[, . Presupunem ca cele n necunoscute X ,X,,...X

n?
trebuie sa satisfacd » relatii de conditie independente intre ele (rezultd deci cd numarul
marimilor masurate In plus este »):
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6.5

ZE€10:

(i=12,...r) 6.6

Mairimile w, poartd denumirea de discordante, nepotriviri sau termeni liberi.
Problema care se pune este de a gasi corectiile v,,v,,.....,v, care, aplicate marimilor masurate
l,1,,.....0,, sa facd sa dispard aceste mici discordante. Deci, pentru a fi satisfacut sistemul
(6.6) trebuie sa avem:
X, =1 +v, ,
(i=L2,..n) 6.7
Ecuatiile sistemului (6.5) pot fi liniare sau nu.

In primul caz considerdm ca ele sunt de forma:

a X +a,X,+..+a,X,+a,=0
bX, +b,X,+...+b,X, +b,=0

6.8
nX, +nX,+...+rX, +r,=0
Tinand seama de relatia 6.7, acestea devin:
av, +a,v, +...+a,v, +w, =0
by, +b,v, +...+bv, +w, =0
6.9
"+, el t+ry, +w, =0
unde:
w =al +a,l,+...+a,l +a,=0
w, =bl, +b,l,+...+b,l, +b,=0 6.10

w,=nl,+rl+....+rl +r,=0
In cazul in care ecuatiile sistemului 6.5 nu sunt liniare, se procedeaza la liniarizarea acestora.

6.1 LINIARIZAREA ECUATIILOR
Tinand seama ca marimile v; sunt relativ mici, ecuatiile se dezvolta in serie Taylor, neglijandu-

se termenii de ordinul II si superior.
Substituind relatia 6.7 in 6.5 se obtine:

fil +v, L4y, d, +v,)=0 6.11
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Relatie, care dezvoltata in serie Taylor conduce la:

- z,,ﬁi(%}ka:o 6.12

k=1 k
t reprezintd termenii de ordinul II i superior, care se neglijeaza.
Facand notatiile:

N oL | _p G - 6.13
2, ), a1, ). a1, ).

av, +a,v, +...+a,v, +w, =0

se obtine:

bv,+bv, +...+bv +w,=0
Vi 2V WVn T W) 6.14

"+, ety +w, =0

n-n
Acest sistem poarta denumirea de sistemul liniar al ecuatiilor de conditie a corectiilor.
Mairimea w reprezintd termenul liber al ecuatiei de conditie fiind in acelasi timp valoarea
ecuatiei pentru marimile masurate. Aceastd observatie este utila pentru calculul practic al
termenului liber al ecuatiilor de conditie.

6.2 NORMALIZAREA ECUATIILOR DE CONDITIE

In sistemul liniar al ecuatiilor de conditie (14) intrucat numarul ecuatiilor este mai mic decat
numarul necunoscutelor (» < n), sistemul este nedeterminat, gradul de nedeterminare fiind (n-
7).
Pentru rezolvarea problemei, deci pentru determinarea tuturor corectiilor v,, vom folosi
metoda celor mai mici patrate, adica:

[v] = min. 6.15

[ pvv] =min.
(in cazul masuratorilor ponderate).

Corectiile de determinat v, , trebuind sa satisfaca atit conditia de minim (6.15) cat si sistemul

liniar, avem de-a face cu o problemad de minim conditionat, care se rezolva prin metoda
multiplicatorilor Lagrange.

6.2.1 Masuratori conditionate de aceeasi precizie

Functia Lagrange, introdusa in acest scop are forma:

GV VyrrV, ok Ky sk, )=V V2 4V —
—2k,(av, +ayv, +..+a,v, +w,)—-
—2k2(blv, by, .ty +W,)— 6.16

—2kr(r1v1 7V, + o rY, + W, )=min.
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In expresia acestei functii, parametri k, se numesc multiplicatori Lagrange sau corelate
Gauss.

Punctele stationare libere ale functiei se determind, anuland derivatele partiale In numar de
(n+r) ale functiei ¢ inraportcu v,,v,,....,v,, k,k,,...k,.

Punctele de extrem legate ale functiei (6.16) se gésesc printre punctele stationare libere.
Efectuand derivatele partiale ale functiei obtinem:

29 =2v,—2ak -2bk,...—2rk =0 6.17
Vi
5—5 =ayv,+a,v,+..+ayv, +w =0
0,, 1 6.18
é’_k¢ =bv, +b,v, +...+byv, +w, =0
2
j—f =nv,+nv,+..+ry, +w =0
Sistemul (6.17) se mai poate scrie sub forma:
v,=ak +bk,+..+rk, (i=12,..n) 6.19

In sistemele (6.17) si (6.18) avem (n+r)ecuatii si ((n+r)) necunoscute, deci se pot rezolva.
Substituind valorile corectiilor v, date de (6.19) in sistemul (6.18) si efectudnd calculele,
rezulta:
a,(ak, + bk, +...+rk,)+a,(ak, +b,k, +...4 1k, )+ ...

+a,(ak +bk, +.+rk )+w =0
r(ak, +bky + .4k, )+r(ak +bk, +..+rk)+....

+r,(a,k +bh, +..+rk )+w =0
sau

a,ak, +abk, +..+anrk, +a,a,k, +a,b,k, +..+a,r,k, +...+a,a,k +ab,hk,

+.+a,rk +w =0

a,bk, +bbk, +..+bnrk, +a,bk +b,b,k,+..+b,r,k, +....+a,bk, +bb,k,

+..+brk +w,=0

ank, +brk, +...+nnk, +a,r,k +b,rk, +..+rrk, +....+a,rk +brk,
+..+rrk +w =0
Trecand la sumele Gauss se va obtine:
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[aa] k, +[ab] k, +....+[ar] k, +w, =0

[ab] k, +[pb] ky + ...+ [br]k, +w, =0 620

[ar] k, +[br]k, +. ..+ [rr]k, +w, =0
Sistemul(6.20) avand r ecuatii liniare si » necunoscute, reprezintd sistemul normal al
corelatelor.
Matricea sistemului normal al corelatelor fiind simetrica si pozitiv definita, are inversa. Deci,
sistemul are solutie si aceasta este unica.
Rezolvand sistemul cu una din metodele cunoscute se determina corelatele &,,k,,....k, .
Introducand valorile gésite pentru corelatele £ in sistemul (6.19), se determina valorile cele
mai probabile ale corectiilor v. Aceste corectii se aplicd apoi marimilor masurate direct, /,
conform relatiei:

X, =1 +v,,

rezultand valorile compensate ale marimilor X;.

6.2.1.1 Calculul practic al coeficientilor ecuatiilor normale

Pornind de la un sistem format din 3 ecuatii de conditie a corectiilor:
ayv,+a,v, +..+ay, +w =0
by, +byv, +...+byv, +w, =0 6.21

v+, +ot+cey, +w, =0

sistemul normal al corelatelor va fi:
[aa]k, +[ab]k2 +[ac]k3 +w, =0
[ab]k, +[bb)k, +[bc]ky, +w, =0 6.22
[ac]k1 +[bc]k2 +[CC]k3 +w, =0
Deducerea practica a coeficientilor ecuatiilor din sistem cat si calculele de control respective,
este aratatd in tabelul de mai jos:

Tabelul coeficientilor ecuatiilor de conditie a corectiilor

Nr. a; b; Ci S; Notatii i control
crt.

1 ai b1 C1 Sl Sl=a1+ b1+Cl

A b, Co S, So=a,+by+te

................... a

. n bn Cn Sy Sa=ayt+b,+ ¢,

n

) [a] [b] [c] |Z X = [a]+[b]+[c] =[S]

[S]
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Tabelul coeficientilor sistemului normal

[aa] [ab] [ac] [aS ] [aS] = [aa] + [ab] + [ac]
[bb] [bc] [bs] [bS] = [ab] + [pb] + [bc]
[ec] [es] [es] = [ac] + [be] + [ec]

6.2.2 Masuratori conditionate de precizii diferite (ponderate)

In acest caz ca si in situatia masuratorilor de aceeasi precizie, corectiile v, ce urmeazd a fi
determinate, trebuie sa satisfaca atat conditia [ pvv] = min. cat si sistemul liniar al ecuatiilor de
conditie a corectiilor (6.14):

Este deci tot o problema de minim conditionat.

Functia Lagrange in acest caz va fi de tipul:

SV Vyseeirv, ok k) = PVE+ DV H ot PV —
-2k, (alvI +av,+..+ay, + wl)
—21{2(191\11 +by, +...+by + wz) 6.23

— 2k, (nv, + 1V, + oo+ 7, +w, ) =min.

Efectuand derivatele partiale in raport cu v si £ si punand de asemenea conditia ca acestea sa
fie nule, se obtine:

99 _ 2pv, —2a;k, = 2bk,....=2rk, =0 6.24
v,
2
—¢=a,v, +a,v, +..+a,v, +w, =0
ok
sau: [av]+w, =0
——=byv, +b,v, +..+bv, +w, =0 6.25
2
sau :[bv]+w, =0
9 =nv,+rv, +..+ry, +w, =0
dk,

sau :[rv]+w, =0
Ecuatiile (6.24) mai pot fi scrise sub forma:
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v = (ak + bk, otk ),

; i=12,.,n 6.26
Relatiile (6.25) si (6.26) formeaza un sistem de (1 + ) ecuatii cu (1 + r)necunoscute. Pentru
a elimina o parte din necunoscute se substituie necunoscutele v, din (6.24) in (6.25).

Efectuand calculele si grupand convenabil termenii se obtine sistemul normal al corelatelor in
cazul ponderat:

D (ak, + bk, +.+ 1k )+ 22 (ayk, +bok, 4.t 1k )

Py P>

+ D0 (a k, +b Ky 4tk )+ w =0

b b,

“ak, + bk, .1k, )+ =2 (ayk, + bk, + o+ 1k, )
1 2

+bi(ankI +bk, +.otrk,)+w, =0

;—‘(alkl +bk, +..+r1kr)+;—2(a2k1 + bk, 4.4k, )
1 2

+r”

(ak, +bk, +..+rk )+w =0

n

Efectuand calculele:

Mk1 +a1_b]k2 SL k. + %%, k, + a3, k, +...+%kr +...
b 2 b P> P )
b
+Zan k, +Za0n k, +....+%k, +w, =0
pﬂ pﬂ pﬂ
b bb b b b,b b
4 Lk, + 4 11’c2+..+'—r1k,+—a2 = — 2k2+...+—2r2 k. +
P 1 P P, 2 P,
b b b
2 ko "k, .k +w, =
pn pn pn
ah br, "n an b,r, nn
—hk +—k, + ..+ k, k, + ky+..+—k +..
b Py P P> V2 2
b
Gln e+ 2k 4 e, =0
pn pn pn

Trecand la notatiile Gauss, vom obtine forma sistemului normal al corelatelor in cazul
ponderat:
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«“ k, + a—bj|k2+ +[ﬂ}kr+w1=0

L P ] L P P

a—bk1+ﬁk2+ +zkr+w2—0

L P ] L P p 6.27
Car | [ br rr

— |k + —}k2+ .+[—}k,+w,:

L P ] L P p

Acest sistem se poate rezolva, matricea atasata fiind nesingulara (A= 0).

Solutiile obtinute (corelatele k) permit
(6.26).

in cazul sistemelor mici, determinarea
conform urmatoarelor tabele:

determinarea celorlalte necunoscute (corectiile v) din

coeficientilor sistemului normal al corelatelor se face

Tabelul coeficientilor ecuatiilor de corectie si al ponderilor

Nr. l/pl i bi Ci Si Control
crt.
1 ]/p] aj b] Cy S] S1=a1+b1+01
2 ]/pg aj bg C S2 SZ = a2+ b2+ (53]
n | e | an | ba e s, Sy = ant byt ¢
) - [a] [b] [e] | [S] 2= [a]+[b]*+[c] =
5 5]
Tabelul coeficientilor sistemului normal
S E B
P p p p L P
_aa ab ac
BRpid
{bb} {bc} {bS} 'bs} {ab} {bb}
s — — — == |+|=|+
p p p L P p p
5
p
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6.3 REZOLVAREA SISTEMELOR DE ECUATII NORMALE ALE CORELATELOR

Metodele de rezolvare a acestor sisteme sunt aceleasi ca la rezolvarea sistemelor normale de
la masuratorile indirecte .

Necunoscutele x, de la masuritorile indirecte devin corelatele k,, iar termenii liberi [al],
[bl], etc . devin w,, w,, etc.

Schema Gauss redusa pentru rezolvarea unui sistem de 3 ecuatii, spre exemplu, are
urmatoarea forma:

k, k, ky w S Control
[aa] [ab] [ac] Wi Sy -
-1 _lab] _lad | -w,/[aa] | -Si/[aa] control
[aa] [aa]
k] =..... [bb] [bC] wo S, -
[bb.1] | [be.1] [wai] [S2.1] control
-1 _ [beld] [w,,] [5,)] control
[bb.1] - [bb.1] [bb.1]
ky=..... [cc] W3 S3 -
[cc.2] [w3a] [S;2] control
-1 _ [W3,z] _ [S3_2] control
[cc.2] [cc.2]
ky=....

Verificarea solutiilor se face printr-o relatie unica de forma:
[(S—w) k]=-[w] 6.28
Verificari de calcul
a) Controlul (verificarea) calculului corectiilor:

Relatiile de calcul a corectiilor sunt:
1
v.=ak +bk, +.+rk, sau v, =—/(ak +bk,+.+rk,)

1

Daca se Tnsumeaza toate relatiile din primul caz se obtine:
[v]=[alk, +[blk, +....+[r]k, 6.29
sau, pentru al doilea caz:
[pv]=[alk, +[blk, +.....+ [r]k, 6.30

Acestea constituie cele doud relatii de control pentru calculul corect al corectiilor.
In afara de acestea, este necesar ca aceste corectii v, sa satisfaca ecuatiile liniare de conditie a
corectiilor:
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av,+a,v, +..+a,yv, +w =0

bv,+bv, +..+bv +w,=0
Wi 2V2 WVn T W, 631

b) Verificarea liniarizarii si a calculului termenilor liberi
¢) Verificarea rezolvirii sistemului normal al corelatelor

In faza de reducere la forma triunghiulard, controlul se face pe randuri, asa cum se arati in
schema Gauss.

Pentru verificarea deducerii corecte a corelatelor k,, acestea pot fi introduse In ecuatiile
sistemului normal pe care trebuie sd le satisfacd in limita preciziei de calcul, sau, mai
economic, prin relatia unica: [(S—w) k] =-[w].

d) Verificarea calculirii sumei pdatratelor corectiilor
[pvv]=~{kw]
e) Controlul principal al compensarii
Se aplica marimilor masurate /,, corectiile v, , adica :
X, =1 +v,

si acestea se introduc in ecuatiile de corectie initiale pe care trebuie sd le satisfaca.
Daca nu se intampla acest lucru, inseamnad ca liniarizarea nu s-a facut corect (deci, unii
coeficienti sunt gresiti) sau termenii liberi nu au fost corect stabiliti.

O particularitate a compensdrii prin metoda masuratorilor conditionate, o constituie faptul ca
in cazul intocmirii sau liniarizarii gresite a unei (unor) ecuatii, desi corectiile obtinute in urma
compensdrii nu sunt cele juste, se verifica toate ecuatiile de conditie, cu exceptia celor gresit
intocmite.

Aceasta particularitate ne ajutd sa localizam greseala, deci sa o depistdm mai usor.

Daca doar termenul liber al unei (unor) ecuatii a fost stabilit gresit - numai ca semn - atunci,
in controlul final, in loc de a se anula discordanta respectiva, ea se dubleaza.

6.4 ALGORITMI PENTRU COMPENSAREA MASURATORILOR ETEROGENE

Daca mai multe marimi de natura diferitd (unghiuri, lungimi, diferente de nivel) urmeaza a fi
compensate in comun , problema se poate trata Tn doud moduri:
e se calculeazd corectiile omogenizate, care sunt adimensionale §i neponderate.
Omogenizarea corectiilor se obtine daca se Tmpart relatiile care dau corectiile in
functie de corelate cu erorile unitatilor de pondere, adica:

v, =ak +bk,+...+rk
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Hu H
: - . . const. w const.
* se tine seama cd in cazul ponderilor p =———, p =—
H H

folosindu-se intotdeauna aceeasi constanta.
Unitatea de masura pentru u va fi aceeasi ca cea pentru v i respectiv w.

Observatie:
Accentul ’si ” desemneazi o anumita naturd de masuratori.

6.4.1 Transformarea masuritorilor conditionate in indirecte si invers

6.4.1.1 Trecerea de la mdsurdtori conditionate la masuratori indirecte

Fie sistemul liniar al ecuatiilor de conditie a corectiilor:

av, +a,v, +..+a,v,+w =0

bv,+bv,+...+bv +w, =0
M 2V WVn T W) 6.32

"+, e try, +w, =0

n-n

Din acest sistem de » ecuatii cu » necunoscute (7 < n ), putem exprima primele » corectii in
functie de celelalte (7 -7). Dacd vom nota cele (n-r) corectii cu x,,X,,.....,x, se va obtine:

Xyt tU,x, +L 6.33

Am obtinut deci un sistem de n ecuatii cu u necunoscute [u =(7n-r)] care se trateaza identic
ca la capitolul de masuratori indirecte.

6.4.1.2 Trecerea de la mdsurdtori indirecte la masurdtori conditionate
Trecerea se realizeaza in modul urmaétor:
e se elimind in anumite conditii cele u necunoscute din sistemul liniar al ecuatiilor de

corectie printr-o metoda oarecare, raméanand inca (#-u ) ecuatii, numai in functie de
corectiile v care se considera ca ecuatii de conditie.
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Observatii:

Desi transformarile sunt posibile Tn ambele sensuri, acestea nu se recomanda a fi efectuate,
trebuind sa se stabileascd de la Tnceput metoda prin care se urméreste sa se faca compensarea,
rezultatele fiind 1nsa aceleasi. Un criteriu de alegere il constituie numarul de ecuatii normale
rezultate.

Mijloacele moderne de calcul au schimbat optica, preferandu-se metoda masuratorilor
indirecte, care se preteaza la un grad mai mare de automatizare.

6.5 Model de calcul

Sa se compenseze unghiurile unui triunghi plan si sa se deduca precizia lor dupa compensare,
cunoscandu-se din masurdtori de aceeasi precizie urmatoarele valori medii:

a =47°1517¢
[ =73543°50
y =794145%
Rezolvare

Neinchiderea unghiulara va fi egala cu:
w=a +f +y —200% =+12
Ecuatia de conditie a figurii este:
a+f+y—-200¢=0

Dar:

a=a +v,
ﬂzﬂ'+vﬂ
y=v+v,

Deci, se poate scrie ecuatia de conditie finala:
cc __
Ve tv,+v, +129=0

Avand o singura ecuatie de conditie - vom avea o singura corelata &, deci sistemul de ecuatii
normale ale corelatelor se va reduce si el la o singura ecuatie normala si anume:
[aa]k +w=0
adica:

3k +12° =0k = —4%

Aplicand formulele generale ale corectiilor in functie de corelate avem:

v =ak
v, =a,k
v, =a,k
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w
3
si obtinem: v, =k = —%
w
3

Deci: v, =v, =v, =—4

Controlul corectiilor se face folosind relatia:
[vv] = —[k . w]
48 =—(-4-12)

48 =48
Valorile compensate ale unghiurilor triunghiului plan vor fi:

a=a +v,=47.1513
p=p5 +v, =73.43.46
y=y +v,=79.41.41

Control: o+ f+y =200%.00.00
Precizia este data de:

m,=mgz;=m, =i1/—[w ] :iwf% =+6“9
r

6.5 TRATAREA MATRICEALA A MASURATORILOR CONDITIONATE

Consideram sistemul liniar al ecuatiilor de conditie a corectiilor:

av, +a,v, +..+a,v, +w =0

by, +byv,+..+byv +w,=0

6.34
W, tnv, +oLtry, +w, =
Se fac urmatoarele notatii:
a, a, a, 12 W,
I =" S e 6.35
noon Ty Va w,
Sistemul se va scrie matriceal sub forma:
AV +W =0 6.36
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Deoarece numarul ecuatiilor este mai mic decat numaérul necunoscutelor, pentru rezolvarea
problemei se va folosi metoda celor mai mici patrate, adica [vv] = min. in cazul masuratorilor
de aceeasi precizie si [pvv] = min. in cazul masuratorilor ponderate.

Aceste conditii sunt exprimate matricial astfel:

[vv] =y
[pw]=VTpV 6.37
in care matricea p are forma:
p, 0 .. 0
0 . 0
p=| 6.38
0 0 .. p,

Avand o problema de minim conditionat, functia Lagrange introdusa va fi de forma:
a) cazul masurdtorilor de aceeasi precizie

@ =V"V -2k (AV +W)=min. 6.39
derivata din:
GV VyrrV, ok Ky sk, )=V V2 VD —
-2k, (alv, +a,v, +..+a,v, +w )—
-2k, (blv1 +byv, +...+b v, +w, )—
-2k, (”1"1 +rv, +..+ry, + Wr)
Pentru a determina minimul functiei, trebuie ca:
§¢T =0 ; é’¢r =0 6.40
ov ok
Efectuand derivatele partiale se obtine:

9 Y =2k A) =0

ov’
2V —-24"k=0 6.41
V=A%

¢

ﬁkT=—2(AV+W)=O = AV+W =0 6.42

dacad in relatia (6.42) tinem seama de (6.41):

AA"k+W =0 6.43
Relatia (6.43) reprezinta sistemul normal scris sub forma matriceald.
Rezolvarea sistemului impune efectuarea urmatoarelor notatii:

AA" =N 6.44
deci:
Nk+W =0 6.45
Inmultim la stinga cu N si tinem seama cd N 'N = E (matricea unitate):
N'Nk+N'W =0 6.46
Rezulta:
k=-N"'w 6.47
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Revenim la relatia (6.41) unde, V = A"k
Inlocuind valorile corelatelor & din (6.47), rezult:
V=-A"N"'W

Cu ajutorul acestei formule se determina corectiile v si mai departe valorile compensate

X, =1+,
b) cazul masuratorilor ponderate

Pornim de la conditia de minim impusa de metoda celor mai mici pétrate:

VipV =min.
Functia Lagrange in acest caz va avea forma:
¢p=V"'pV-2k"(AV + W) =min
derivata din:
¢(v,,vz,...,vn,k,,kz,...,kr)z PV Py et pVe =
—21{1(411\)1 +av,+..+a,v, +W1)

— 2k, (byv, +b,v, + . by, +W,)

n-n

Conditia de minim implica:
% o 2% _,
ov K
Efectuand derivatele partiale obtinem:

of =pV+(W'p) -2(K"4)" =0

vl
2pV —24"k=0
ppV=4A"k
p—lpV — p—lATk
de unde:
V:p_lATk
o¢
T:—Z(AV+W):0 = AV +W =0
k

Inlocuind pe ¥ din relatia (6.54) in (6.55) obtinem sistemul normal sub forma:

Ap ' ATk+W =0
Notim Ap~'dA" = N
decii  Nk+W =0
Inmultim la stinga tot sistemul cu N ' :
N'Nk+N'W=0
\A
E
k=-N"'w
Cu ajutorul corelatelor k£ se deduc apoi corectiile din (6.54):
V=-p'A'"N'W

Mergand mai departe, se vor determina valorile compensate ale masuratorilor:

X, =1+,
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MODUL 4

7. MODELE FUNCTIONAL - STOCHASTICE FOLOSITE CURENT LA
PRELUCRAREA MASURATORILOR EFECTUATE iN RETELELE GEODEZICE
DE SPRIJIN

Proiectarea retelelor geodezice de sprijin constituie o operatie complexa, proiectul trebuind sa
anticipeze si sa se coordoneze corespunzdtor cu celelalte etape ale realizérii retelelor de
sprijin: materializarea retelelor, executarea observatiilor si prelucrarea acestora.
Se considerd un sir de masuratori:
T

M’ :“ MO M. M° 7.1
efectuate intr-o retea geodezica de sprijin. Se considera ca atat masurdtorile, cat si reteaua
geodezicd sunt generalizate, urmand sa se facad apoi particularizarile si adaptarile
corespondente.
Componentele vectorului M’ sunt marimi rezultate dintr-un proces complex de masurare, in
care intervine un numar mult mai mare de observatii elementare decat cele care sunt marcate
explicit 1n relatia (6.1). Tehnologiile de lucru sau de prelucrare preliminard permit eliminarea
erorilor de natura sistematica astfel incat vectorul M” va fi considerat o mdrime aleatoare.
Valoarea cea mai probabild pentru vectorul M’ (atunci cind fiecare mirime componenta ar

proveni din media unui numar infinit de mare de determinari) se noteazd M :
M=E(M")
In mod curent, inclusiv in geodezie, marimile M sunt denumite valori adevdrate ale

masuratorilor M’; desi exista diferente intre cele doud categorii de marimi, in dezvoltarile
ulterioare se va accepta egalitatea acestora.

7.1 MODELUL STOCHASTIC

Diferentele dintre masuratorile M’ si valorile lor adevarate M sunt denumite uzual erori
adevarate:

e=M"-M 7.2
Proprietatile stochastice ale marimilor € sunt definite de matricea de varianta - covarianta,
sau pe scurt matricea de covarianta Cyy.

2
o n,0,6, .. h,0,0,
2
r,, 0,0 O . ¥, O,O0
T
CM=E(£€ )= 210,0 2 22020, 73
2
FHIO'nO'I rn20'n0'2 O-n

S-au folosit notatiile cunoscute:
2 . . e - o ..
o] =varianta (teoreticd) a masuritorii M ;
2 2
o, =E (8[ ); 7.4

. . A - - . . O
r; = coeficient de corelatie Intre masuratorile M Dsi MY

=0 =12 75
’:‘j_ b l:] yLyenny 1 .
0,0,
c,=E (5[5 j) = covarianfa (teoreticd) a masuratorilor M si M?. 7.6
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Mirimea o, este denumita in statistica abatere standard, iar in geodezie eroare medie (sau

eroare medie patratica). Este cunoscut, de asemenea faptul ca:
—1<7 <+l 7.7

valorile limitd + 1 fiind atinse in cazul in care intre variabilele aleatoare &; si ¢, existd o
dependenta liniara (&, =+ a ¢, unde a este o constanta oarecare).

Ansamblul coeficientilor r poate fi grupat in matricea de corelatie Ry

I n, ny o A,
r 1 r r
"2 23 e Ty
R, = 7.8
., b, 1, - 1

Corelatia evidentiazd dependenta existentd intre observatiile initiale prin coeficientii de
corelatie dreptunghiulari 7;; ai matricei aferente Ry (7.8).

Teoria compensdrii observatiilor corelate dezvoltata teoretic de J. M. Tienstra (1947, 1948) are
o deosebitd importantd in prelucrarea observatiilor geodezice, deoarece prin aplicarea ei pot fi

obtinute rezultate riguroase la prelucrarea masuratorilor M, ..M ?.

Corelatiile sau posibilitatile de dependentd stochasticd intre elementele destinate unei
compensdri riguroase sunt clasificate in: corelatii fizice si corelatii matematice.

Analizand procesele de masurare, se poate afirma cd nu existd masurdtori independente,
deoarece erorile instrumentale remanente, precum si conditiile atmosferice de lucru,
determind calitatea rezultatelor obtinute, grupandu-le din acest punct de vedere, ceea ce
inseamnad, de fapt, o legaturd stochastica intre observatiile cuprinse intr-un grup. Asemenea
corelatii fizice se pot stabili numai pe baza unor studii profunde ale conditiilor concrete de
masurare.

Corelatiile matematice sunt create 1n special prin utilizarea unui model matematic incomplet,
sau afectat de erori de conceptie, pe care F.R.Helmert (1924) le-a denumit erori ale teoriei.

Exemple de corelatii

1. Rezultatele compensarii in statie a unor observatii unghiulare azimutale in retelele de
triangulatie nu sunt intotdeauna elemente independente. Compensarea acestora in retea ca
elemente independente ar fi prin urmare neriguroasa.

2. Transformarea masuratorilor originale (spre exemplu, directii masurate, unghiuri, etc.) si
tratarea lor ca observatii independente, conduce de asemenea la obtinerea unor solutii
neriguroase, aproximative.

Astfel, dacd in locul directiilor «/,a),a) (fig. 1), care sunt mirimi independente, s-ar
compensa unghiurile A3/, 3, , obtinute din simple transformari liniare (in spetd, scaderi de

forma B! =a) —a!), ca mirimi independente, s-ar neglija corelatia intre S si S, .
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Fig. 1 Exemple de corelatii matematice la compensarea retelelor de triangulatie

Dificultatile de determinare a corelatiilor, in special a corelatiilor fizice, se rasfrang si asupra

ctei v,

Este cunoscuta, legatura:
)
C, =00, 7.9
2 8 . . e . :
unde oy" este o constantd, denumitd varianfa unitdatii de pondere, iar (), este matricea
cofactorilor masuratorilor.

O, Qun, - O,

0, =L2CM _ le, sz, s O, 710
o,
an, Q2n, B an

Coeficientii Q sunt numiti cofactori sau coeficienti de pondere. In raport cu acestia se poate
formula o alta posibilitate de determinare a coeficientilor de corelatie:

rz—gL—'iJzLLwn 7.11

ij 4
0,0,
Conditia necesar si suficientd ca misuritorile M si fie independente este ca toti coeficientii

de pondere dreptunghiulari ai matricii cofactorilor (7.10) sa fie nuli:
Q,=0, (@(j=12..n 7.12

i #]

Functiile pentru care sunt indeplinite toate conditiile posibile de tipul (6.12) se numesc functii
ortogonale $i au o deosebitd importantd in teoria prelucrarii observatiilor deoarece pot fi
tratate ca elemente independente intr-o prelucrare ulterioara, avand acelasi caracter de
independenta ca si observatiile originale.
Matricele Cy si Oy sunt pozitiv definite, astfel Incat admit matrice inverse.
Se noteaza:

P=0, 7.13
matricea P fiind numitd matricea ponderilor.

Prin modelul stochastic al unui proces de prelucrare se intelege uzual matricea Qy , a
cofactorilor, (sau P, matricea ponderilor).
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Particularizare: In practica lucrarilor geodezice se introduce frecvent ipoteza independentei
observatiilor geodezice:

I/'[l']': 0 (l,] = ], 2,...,71)

E 7.14
Intr-un asemenea caz matricea cofactorilor si respectiv matricea ponderilor devin matrice
diagonale:
O 12 P

2
o, P>

0, =— ' P= ' 7.15, 7.16

2
o, b,

Avandu-se in vedere (7.13) rezulta ca legatura dintre elementele de pe diagonalele acestor
ultime matrice este data de relatia:

2
O .
pi=—r (@(=12..) 7.17
O-l
Mirimile p se numesc ponderi. Presupunind cd una dintre masuritorile oarecare M, are
abaterea standard oy egala cu valoarea constantei oy, rezulta ca ponderea acestei observatii va
fi:
2 2
o, O©O
po=20 % 7.18
Oy Oy
motiv pentru care oy se numeste abaterea standard a unitatii de pondere.
prelucrare a observatiilor geodezice.
Dintre acestea, doud intervin in mod frecvent in practica prelucrarii observatiilor efectuate in
retele geodezice §i anume :
- metoda observatiilor indirecte
- metoda observatiilor conditionate

7.2 PRELUCRAREA MASURATORILOR GEODEZICE PRIN
METODA OBSERVATIILOR INDIRECTE
7.2.1 Modelul functional

Masuritorile M (i=1,2,...,n) sunt efectuate in reteaua geodezicd pentru determinarea unui

numar de u parametri prin care se defineste, de cele mai multe ori, amplasamentul punctelor
(de exemplu in pozitie planimetrica, in indltime sau Intr-un sistem tridimensional, etc.) care
formeaza reteaua geodezica.
Vom nota cu X marimea acestor parametri, care s-ar determina in eventualitatea utilizarii
valorilor adevarate M :

X" =[X,,X,,..,X,] 7.19
Determinarea parametrilor se realizeaza prin intermediul unor relatii Intre acestia si marimile

M , relatii care depind de geometria intrinseca a retelei geodezice considerate, precum si de
natura sau tipul masuratorilor geodezice care stau la baza determinarii:

M=¢(%) 7.20
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In general relatiile (7.20) nu au o formi liniard si de aceea acestea constituic modelul
Sfunctional neliniarizat al prelucrarii masurdtorilor geodezice prin metoda observatiilor
indirecte.
Datorita imperfectiunilor inerente, specifice oricarui proces de observatii (determinate de
gradul de dezvoltare a tehnicii folosite, de conditiile naturale concrete in care se efectueaza
observatiile, de calificarea operatorului, etc.), precum si datoritd faptului cd in determinarile
practice, efective, numarul de masuratori asupra unei marimi nu poate fi infinit de mare,
valorile numerice pentru o, ¢, € si respectiv X,M raman necunoscute. Prin prelucrari,
bazate pe diverse ipoteze, se vor obtine valori estimate ale acestor marimi.
Prelucrérile care se bazeaza pe metoda celor mai mici patrate conduc la obtinerea unor marimi
diferite, notate in cele ce urmeaza cu M si respectiv X:
e M - observatii compensate
o X -valori estimate ale parametrilor sau valori compensate ale necunoscutelor
Dupa cum este cunoscut, legatura dintre noile marimi introduse M si masuratorile initiale M
este data de relatiile:
M=M+v 7.21
Pentru parametri X se introduc in scopul usurarii calculelor, valori provizorii sau aproximative
X?, astfel incat:
X=X+x 7.22
Formal, atdt v, cat si x au rolul unor ,,corectii”, fiind in acelasi timp si ,,necunoscutele”
generale care intervin in intregul complex de prelucrare. Pentru a se putea puncta si mai bine
proprietatile lor specifice sunt folosite denumiri diferite si anume:
- pentru marimile v s-a adoptat denumirea de corectii:
vi=[v, vy o vl 7.23
deoarece de acestea sunt atasate masuratorile geodezice M’ efectuate in retea. Fiecare dintre
aceste corectii v; are rolul de a anihila un sir intreg de erori elementare care se produc la

efectuarea observatiilor corespondente M ;

- pentru marimile x s-a adoptat denumirea de necunoscute:
T_

x'=[x5, x5 .., X,/ 7.24
acestea fiind atasate parametrilor X’ cu care se opereazi in modelul functional.
Cu aceste notatii relatiile (7.20) devin:

M+v =X +x) 7.25
Prelucrdrile care intervin in geodezie se restrdng, de cele mai multe ori, numai la termenii
liniari care rezulta din dezvoltarea in serie Taylor a relatiilor (7.25):

v=Bx+1 7.26
unde:
B = (—aq) (X)] 7.27
ox ),
1=(X") - M’ 7.28

Indicele inferior din relatia (7.27) indica faptul ca valorile derivatelor partiale din matricea B
sunt calculate prin utilizarea valorilor aproximative X’ ale parametrilor cuprinsi in prelucrare.
Se noteaza:

al bl ul
a, b u

B=I 2 2 2 7.29
an bn un

astfel incat:

48



v, =ax, +bx, +..+ux, +1

v, =a,x, +b,x, +..+u,x, +1, 730

v,=a,x, +bx,+.+u,x, +1,
Relatiile (7.26) si (7.30) sunt denumite ecuatii liniarizate ale corectiilor $i reprezintd forma
liniard a modelului functional din cadrul prelucrarii masurdatorilor geodezice prin metoda
observatiilor indirecte.
Principiul clasic de compensare elaborat de Gauss (1809) si Legendre (1806,1810), se
bazeaza pe relatia cunoscuta :

vl Pv — minim 7.31
unde P are definitia generalda datd de relatia (7.13). Daca se au in vedere observatii
independente, pentru care sunt valabile relatiile (7.14), (7.17), rezulta din (7.31) conditia, de
asemenea cunoscutd din teoria erorilor de masurare:

[pvv]— minim 7.32
folosita in prelucrarile geodezice actuale.

7.2.2 Observatii privind formarea modelului functional - stochastic

Indicatii cu caracter aplicativ:

1. Prelucrarea riguroasa a masuratorilor geodezice trebuie sd se raporteze la un sistem de
referintd unitar. De aceea, Tnainte de a fi prelucrate, masuratorile geodezice sunt reduse la
sistemul de referintd acceptat (planul de proiectie, elipsoidul de referintd, un sistem de
referinta tridimensional, etc.).

2. Orice compensare geodezica este dirijatd prin modelul functional stochastic.

In functie de atentia cu care s-a alcatuit acest model se vor obtine rezultate mai mult sau mai
putin apropiate de realitate.

Astfel:

- modelul functional poate fi denaturat de existenta unor erori sistematice importante,
neeliminate Tnainte de compensare. De exemplu este recomandat ca, In cazul utilizarii unui
instrument pentru masurarea pe cale electronicd a distantelor, insuficient de bine etalonat, sa
se introduca o necunoscuta ,,de scard” suplimentara, in modelul functional,

- neglijarea unor corelatii, ceea ce inseamnad un model stochastic incomplet, poate pune sub
semn de intrebare unele precautii de mare finete avute in vedere la formarea modelului
functional.

Din aceasta rezulta cd este necesar un echilibru adecvat intre cele doud laturi ale modelului
folosit: in retelele geodezice de ordin superior trebuie avute in vedere toate amanuntele
posibile din acest punct de vedere, urmand ca pentru retelele de ordin inferior sd se accepte
anumite concesii, atdt de natura functionald, cat si de naturd stochastica.

3. Orice schimbare in modelul functional - stochastic modifica rezultatul compensarii.

4. Modelul functional - stochastic acceptat initial poate fi imbunatatit pe baza unor rezultate
obtinute (eventual, compensiri partiale sau chiar o compensare globala preliminari). In acest
sens se mentioneaza: analiza ponderilor grupelor de masuratori, examinarea semnificatiei
statistice a unor necunoscute folosite, etc.. O compensare moderna a unei retele geodezice
apare astfel ca o succesiune de compensari partiale, continuu imbunététite.
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7.2.3 Determinarea elementelor compensate

Din conditia de minim (7.31) rezulta:

B"Pv=0 7.33
care are ca echivalent in cazul observatiilor independente:
[pav] = [pbv] =...=[puv] =0 7.34
Din (7.26) si (7.33), se formeaza sistemul ecuatiilor normale:
B"PBx+B"PI=0 7.35
Pentru simplificarea scrierii se noteaza:
B"PB=N 7.36
si
B'PI=T 7.37
astfel incat rezultd o forma prescurtata pentru sistemul ecuatiilor normale:
Nx+1=0 7.38

Sistemul (7.38) are urmatorul echivalent in cazul observatiilor geodezice independente:
[paalx; + [pablx; + ...+ [paulx, + [pal] = 0
[pablx; + [pbblx: + ... + [pbulx, + [pbl] =0

[paulx; + [pbulx, + ... + [puu]x, + [pul] = 0 7.39
Determinarea elementelor componente se executd in baza urmatorului algoritm:
® Solutiile pentru parametri (necunoscutele) x rezultd din rezolvarea sistemului (7.38),
respectiv (8.39):

x=-N'TI 7.40
Matricea inversa a sistemului ecuatiilor normale este matricea cofactorilor necunoscutelor Q.
1
O.=N 6.41

Observatie: Relatia (7.41) presupune existenta matricei inverse N”. In cazul retelelor
geodezice libere conditia nu este indeplinitd, fiind necesare ipoteze suplimentare.
® Corectiile v rezultd din v = Bx +1 (7.26), respectiv din(7.30):

v, =ax, +bx, +..+ux, +1;
v, =a,X, +b,x, + ... tu,x, +1,;

v, =a,x, +bx,+..+u,x, +1[,.
e Valorile compensate ale parametrilor X si ale mésurdtorilor M rezulti din X = X° +x
7.22)si M =M" +v (7.21).
o Verificarea generala a compensdrii consta in controlul respectarii tuturor egalitatilor din
modelul functional neliniarizat M = 1) ()N( ) (7.20), in limita aproximatiei de calcul acceptata

initial.
7.2.4 Evaluarea preciziei

La calculele de evaluare a preciziei elementelor care intervin intr-o prelucrare se pot distinge
urmatoarele etape:

1. Din masuratorile individuale se pot calcula abaterile standard s, pentru fiecare dintre
tipurile de masuratori avute la dispozitie, inainte de prelucrarea in retea. Erorile s

caracterizeaza precizia interioard a tipului de mdsurdatori considerat, depinzand de natura si
numarul lor, de metoda de lucru, de instrumentul utilizat, de calificarea operatorului, de
conditiile atmosferice, etc..
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Astfel:
- In retelele de triangulatie intervine etapa prelucrarii in statie (diferita pentru metoda seriilor,
respectiv pentru metoda Schreiber) in care se determind pentru fiecare punct stationat
abaterea standard a unei directii compensate (in statie);
- in retelele de nivelment precizia interioara se determina din rezultatele obtinute pe un
interval sau pe un tronson de nivelment (masuratori dus-intors).

2. Un indicator de precizie globalda a masuratorilor din retea se obtine dupd calculul
corectiilor v, prin abaterea standard (empiricd) a unitdtii de pondere, denumitd in mod uzual
in geodezie eroarea medie a unitditii de pondere:

T
So =1/ Pv 7.42
n—u
E(s?)=0o? 7.43
respectiv s reflectd precizia exterioard a mdsurditorilor considerate. In cazul retelelor
geodezice, cu sau fara constrangeri relatia (7.42) reflectd precizia relativa a retelei
considerate
3. O situatie tipica este reprezentatd de evaluarea preciziei de determinare a unui vector
aleator f'care poate fi exprimat in raport cu vectorul /:
f=FI 7.44
prin intermediul matricei F, presupusa cunoscuta.
Matricea de covariantd a vectorului £, prin care se pun in evidenta proprietatile lui stochastice

si se pot calcula toate elementele de precizie necesare, se obtine din (7.44) prin aplicarea legii
de propagare a erorilor:

s;=C,=FC, F' =5 FQO,, F" =5, O, 7.45

Prin particularizare se obtine precizia elementelor principale care intervin in prelucrarea

unde:

observatiilor in retelele geodezice: x, v, ] (i = B-x).

Prin urmare, se exprimd dependenta dintre aceste marimi compensate si vectorul /:
® Pentru necunoscutele x se folosesc relatiile (7.40), (7.41) si (7.37):

x=-0, B'P I 7.46
® Pentru corectiile v se folosesc relatiile (7.26) si (7.46):
v=Bx+l=-BQ, B'Pl+I=(E-BQB"P)I 7.47

4. Abaterea standard a unei observatii M, este determinabild cu formula:

5, = 503JO, 7.48

coeficientul de pondere Q; fiind situat pe diagonala matricei cofactorilor Q) in pozitia
corespondentd pentru observatia M.
5. In cazul observatiilor geodezice independente, relatiile corespondente obtinute prin

particularizarea relatiilor deduse anterior sunt:
- abaterea standard empirica (eroarea medie) a unitatii de pondere:

s = ] 7.49

0
n—u
- abaterea standard (eroarea medie) a necunoscutei xy:

Sy = S0 Do, 7.50

- abaterea standard (eroarea medie) a unei masuratori M :
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So

s, = 7.51
Jr,
- abaterea standard (eroarea medie) a unei functii de necunoscute:
F=F(X, X, 7.52
este:
O 7.53
unde:
2 2
oF oF || OF oF
=| — +2| — || — |0, +| — ! 7.54
QFF (aXl ] Qxlxl (aXl ](GXZ JQ)@Z (5)(2 J szxz

Relatia (6.54) este cunoscutd si sub denumirea de regula lui Tienstra;

- eroarea medie a unei observatii compensate se determina cu o relatie de forma (7.53), dupa
ce 1n prealabil observatia consideratd s-a exprimat ca o functie de parametri X.

6. In retelele de triangulatie, elementele cele mai des utilizate in evaluarea preciziei sunt cele
care au un caracter local, adica se refera la precizia in determinarea pozitiei planimetrice a
unui punct nou oarecare.

Analiza poate cuprinde unul, mai multe sau chiar toate punctele noi din retea.

e Lrorile medii ale coordonatelor x, y. Din relatia (7.53) care are un caracter general se pot
calcula abaterile standard (erorile medii) ale coordonatelor x, y ale punctului considerat:

s.=5, \/Q_M, s, = so\/Q_yy 7.55

e Llipsa erorilor. Deoarece s, si s, is1 modificd valoarea in cazul unei schimbdri a sistemului
de coordonate folosit (roto - translatie), precizia locald se exprimd in mod frecvent si prin
elipsa erorilor, care este un invariant al matricei de covarianta, adica nu depinde de sistemul
de axe in care se desfasoard compensarea, ci numai de configuratia retelei geodezice si de
precizia de masurare. Elipsa erorilor reprezintd domeniul de incredere pentru pozitia
planimetrica a unui punct.

Modalitatea practica de determinare a parametrilor elipsei erorilor este:

- semiaxa mare a, respectiv semiaxa micd b se calculeaza cu relatiile:

a =SO\/§max, bzso\/émin 7.56

unde :

0 - M+l\/(gxx -0, ) +40’
7.57

Qmm - Q Q» 1 \/ vi Q,V,V + 4Qxy

- orientarea axei mari a elipsei in raport de axa Ox a sistemului de coordonate se determina
cu relatia:

1 20,
Hz—arctgL 7.58
2 O~ ny
® Abaterea standard (eroarea medie) pe o anumita directie, care face unghiul ¥ cu semiaxa
mare a elipsei, rezultd din relatia:
si=s, (a2 cos’y +b’ sinzl,y) 7.59
prin particularizare putand rezulta si abaterile standard ale coordonatelor s $i s,.
e Eroarea medie Helmert, sau abaterea standard totala:

S, = 4|50+ sj 7.60

este un invariant al matricei de covarianta a necunoscutelor:
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st=stl0.+0,)

7.61

Geometric, s, reprezintd jumatate din diagonala dreptunghiului in care este inscrisd elipsa

erorilor.

Revenind la matricea de covariantd C, a parametrilor x din care se extrage submatricea C,

aferenta punctului P considerat:

Y [
»~hlo o
VpX, VpVp
adica:
2
C =5 Qp

relatia (6.61) se mai poate scrie si sub forma:

s, = Jurma Q,

® Eroarea medie de pozitie Werkmeister este definita de:

S, = /sxsy

fiind de asemenea un invariant al matricei de covarianta a necunoscutelor.
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MODUL 5
8. ASPECTE ALE OPTIMIZARII RETELELOR GEODEZICE
8.1 Notiuni introductive

Modificari in modelul functional - stochastic folosit la prelucrarea observatiilor geodezice
determind schimbari in rezultatele finale ale prelucrarii. Pentru un teritoriu dat se pot realiza,
in principiu, mai multe variante de proiectare a retelei geodezice. Desigur numai una dintre
aceste variante, In care reteaua proiectatd are o anumitd configuratie (adicd cuprinde un
anumit numdr de puncte, dispuse intr-un anumit mod in retea) si in care ar urma sa se
efectueze un anumit gen de masuratori geodezice, repetate de un anumit numar de ori, poate
asigura rezultate optime cum ar fi de exemplu, pozitia punctelor retelei reflectatd de precizia
de determinare, volumul total de cheltuieli etc.
Variantele de proiectare pot rezulta din introducerea unor modificari esentiale in configuratia
retelei sau In programul de observatii, prin mdrirea numarului acestora sau prin introducerea
altor tipuri de masuratori, etc.
Se pot obtine variante de proiectare diferite si prin modificari succesive de mai mica amploare
operate asupra modelului functional - stochastic, scopul urmarit fiind, de asemenea, gasirea
unei solutii optime din anumite puncte de vedere.
Solutiile de optimizare ale unor procese tehnologice sau de prelucrare a datelor cunosc o
aplicabilitate tot mai mare In numeroase sectoare de activitate. Sunt cunoscute atit solutii
teoretice generale, cét si solutii pentru domenii concrete din economie sau tehnicd (un
exemplu tipic il reprezinta problema organizarii optime a transporturilor).
Forma normala (canonica) a unei probleme de programare liniara este urmatoarea: fiind dat
un numar de relatii aduse la forma liniara:

Ay=b 8.1
se cere determinarea optima a unor functii, exprimate de asemenea sub forma liniara:

f(y)zF-y—)optim 8.2
denumite functii de scop, concomitent cu respectarea unor anumite restrictii, de exemplu de
forma:

y;20; j=12.. 8.3

sau (si):
chyj <c 8.4
j

Restrictiile asigura in general rezolvarea optima din punct de vedere economic a problemei
date.

Observatii:

1. In relatiile (8.2) si (8.3) semnele =" si respectiv > pot fi inlocuite, in anumite situatii de
semnul ’<”.

2. Variabilele y pot fi de asemenea, si marimi stochastice, situate intr-o banda de distributie,
care se poate defini dupa legile teoriei probabilitatilor.

3. Se cunosc si probleme de optimizare cu caracter neliniar, ale caror rezolvari sunt, desigur,
mai complicate.

Se prezintd in continuare preocupdrile in domeniul optimizarii, care sunt grupate de catre
Grafarend in patru categorii.

54



8.1.1 Optimizarea datelor initiale (design de ordinul 0)

Volumul de date initiale intr-o retea geodezicd este constituit din: valorile provizorii ale
necunoscutelor X’, cu care se descrie modelul functional alcituit din vectorul M’, respectiv
matricea de covariantd corespondentd Cyy.

Problema de optimizare a datelor initiale poate fi formulatd in felul urmator:

sub ce conditii (suplimentare) se pot obtine informatii asupra coordonatelor punctelor refelei,
adicad asupra pozitiei in sistemul de coordonate folosit.

Fara ipoteze sau conditii suplimentare (de exemplu un anumit numar de elemente fixe in
retea, etc.) matricea coeficientilor ecuatiilor corectiilor din modelul functional prezintd un
anumit defect (deficit) d, care este egal cu numdrul parametrilor necesari pentru incadrarea
completa a retelei in sistemul de coordonate corespondent (tabelul 1). Numarul d, este egal cu
numarul gradelor de libertate al retelei considerate in raport cu sistemul de coordonate
utilizat.

Ca exemplificare se poate urmadri evolutia retelei geodezice planimetrice (triangulatie) din
prima parte a figurii (1):

- masurdtorile unghiulare creaza geometria intrinseca a retelei geodezice, dar nu ofera indicii
asupra amplasarii sale in sistemul XY folosit;

- orientarea unei laturi (cunoscutd de exemplu din retelele geodezice mai vechi), conferad
intregii retele geodezice o anumita orientare (fig./, ¢ §i d). Prin aceasta a fost suprimat unul
din gradele de libertate ale retelei prezentate in figura (1, a);

- cunoasterea, in continuare, a unei laturi 1n retea suprima un alt grad de libertate si anume cel
legat de scara retelei geodezice (fig. 1, ¢). Daca reteaua geodezica considerata ar fi fost o retea
de trilateratie acest grad de libertate nu ar fi existat;

- ultimele grade de libertate, de amplasament propriu-zis al retelei in sistemul de coordonate
considerat, pot fi eliminate daca se cunosc coordonatele x si y ale unui punct din retea

(fig.1, d).

Tabelul 1

Parametri p necesari pentru
Tipul retelei geodezice d incadrarea completa a retelei in
sistemul de coordonate corespondent

Retele altimetrice 1 1 p de translatie
Retele planimetrice
a) Retele de trilateratie 3 2 p de translatie
1 p de rotatie
b) Retele de triangulatie 4
2 p de translatie
1 p de rotatie
1 p de scara
6 3 p de translatie

Retele tridimensionale 3 p de rotatie

(+1 p de scard)

(1)

In concluzie, rezulti ca retelele geodezice libere de triangulatie prezinta 4 grade de libertate,
iar cele de trilateratie 3.
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Se mai poate vorbi si de un defect de configuratie, care Insa poate fi prevenit si eliminat prin
operatia de proiectare a retelei.

Ca exemplificare, se prezinta o retea de trilateratie (fig. 1, e), care nu va putea fi determinata
unitar deoarece se compune din doud parti distincte, reteaua prezentand in partea mijlocie
posibilitatea unei rotatii arbitrare. Trebuie mentionat faptul ca exista si situatii limita, care
trebuie evitate prin proiectare, cand reteaua geodezica nu contine observatii suplimentare si
prin urmare nu poate fi prelucrata riguros (fig. I, f).

X
A
AN
VAN
d
1 f y

Fig.1 Defecte de pozitie (a, b, c) si defecte ale configuratiei (e, f) in retelele geodezice
planimetrice (1 = punct de coordonate cunoscute — punct vechi)

Existi si procedee matematice pentru eliminarea unor defecte de configuratie. In mod firesc
asemenea defecte nu pot aparea in retelele geodezice de sprijin, fiind Inlaturate prin lucrarile
de proiectare.

Péana la aparitia lucrarilor lui Meiss! in anii 1962, 1969 si apoi a altor autori (Mittermayer
1972, Wolf 1972, etc.) defectele semnalate mai inainte erau, in general, eliminate prin
considerarea (arbitrard) a unui numar corespunzator de elemente fixe in retea. Astfel, pentru
retelele de triangulatie se pot alege ca fixe:

- coordonatele X, Yale unui punct (initial) din retea

- valoarea orientarii unei directii

- lungimea unei laturi

In numeroase cazuri aceste patru elemente au fost alese in legatura nemijlocita, directd, ceea
ce echivaleazd cu acceptarea pozitiei fixe pentru doua puncte la unul din capetele retelei.



Alegerea arbitrara a elementelor fixe, strict necesare ca numar cu d, nu are influente asupra
urmdtoarelor marimi:

- mirimea corectiilor v (deci si v/ Pv)

- abaterea standard a unitatii de pondere a retelei sy

- aspectul geometric al retelei

In schimb, in functie de modul in care se pozitioneazi cele patru elemente fixe mentionate se
obtin solutii diferite pentru:

- vectorul necunoscutelor x si deci o pozitionare diferitd a retelei geodezice in sistemul ales

- matricea de variantd — covarianta a necunoscutelor Q. si ca urmare:

- abaterile standard s, s, ale coordonatelor punctelor in retea si — elementele elipselor erorilor:

Qmax H Qmin Sl 0

Pentru evitarea acestor solutii arbitrare, se cunosc mai multe procedee.
Solutia Meissl consta in introducerea unei conditii suplimentare de minim:

2
o

urma Cy,= s> urma Q, — minim 8.5

Prin aceasta solutie se realizeaza:

x" x — minim 8.6
Fara a mai face apel la alte ipoteze suplimentare, prin conditia (8.5) se deduc solutii pentru v,
X, 0 S455:55,5Ornax > Onin» @ Itr-o retea data.

Observatie: S-ar putea atrage atentia ca prin ecuatia (8.6) solutiile parametrilor X se
incadreaza optim intr-o formd determinati anterior in mod aproximativ, prin marimile X’
cuprinse in volumul de date initiale, ceea ce constituie unul din punctele critice ale metodei
examinate.

O consecinta a relatiei (8.6) constd in faptul cd suma patratelor erorilor medii Helmert este

minima in acest caz:
séZ(Qxx +ny)= Z(sf +s}2,)= Zsf — minim 8.7

Prin urmare, rezolvarea problemei optimizarii datelor initiale constd in introducerea relatiei
suplimentare (8.5), ceea ce are drept consecinta (8.6) si (8.7).

Mai exista si alte considerente pentru care solutia (8.5) nu poate fi acceptatd ca generala si
obligatorie, desi consecinta (8.7) ar putea constitui un argument important in acest sens.

8.1.2 Optimizarea configuratiei retelelor geodezice (design de ordinul 1)

Se presupune cunoscut volumul datelor initiale, definit la inceputul subcapitolului (8.1.1):

X', M, Cu

Modalitatea concreta in care sunt repartizate punctele retelei este reflectatd direct in matricea
B care intervine Tn modelul functional, astfel incat se poate afirma cd matricea B reprezinta
configuratia retelei considerate.

Optimizarea configuratiei retelei geodezice (design de ordinul 1) constd in determinarea
optima a matricelor B. Notiunea de optimizare include realizarea si a unor alte categorii de
cerinte:

- precizia maxima de determinare (globala sau locald) a retelei

- gradul de Incredere maxima in rezultatele obtinute din prelucrare

- volumul minim de cheltuieli

Asemenea aspecte intervin, de fapt, si in celelalte categorii de probleme de optimizare la care
se va face referire n continuare.

Optimizarea configuratiei unei retele geodezice de stat ar implica un volum enorm de calcule.
Afirmatia se bazeaza pe faptul ca ar trebui introdus un numar extrem de mare de restrictii, in
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mod deosebit date de relief si de alte categorii de obstacole, de care programul de prelucrare
ar trebui sa tind seama.

Asemenea greutati, desigur la altd scard, intervin si in retelele geodezice locale, iIn mod
deosebit cand acestea sunt amplasate in zone muntoase sau intens populate.

De aceea incercarile si reusitele de panda acum se referd la retele de mici dimensiuni.
Instructiunile de realizare a retelelor geodezice de stat prevad limite destul de largi in raport
cu configuratia optima, tocmai pentru ca se au in vedere dificultatile reale de proiectare,
generate de factorii naturali care se instituie ca restrictii extrem de importante.

Pentru a putea oferi imagini sugestive in privinta configuratiei optime a unei retele geodezice,
deoarece metodele programarii liniare sunt extrem de complicate in aceasta situatie, se va
deduce configuratia optimd pentru diferite elemente de structurd care intervin in retelele
geodezice, deci nu pentru reteaua geodezica in ansamblu (v. 8.4).

8.1.3 Optimizarea programului de masuratori geodezice (design de ordinul 2)

Se presupune cunoscutd configuratia retelei reflectatd de matricea B.

Se cautd determinarea optima a programului de méasuratori, mai ales din punctul de vedere al
stabilirii numarului de repetari al fiecarei masuratori pentru a se putea satisface anumite
functii de scop si restrictii impuse prin programul de optimizare.

Rezultatul optimizarii programului de masurdtori consta, in general, in perfectionari succesive
ale matricei ponderilor P, fatd de forma sa initiala.

Aceastda categorie de optimizare este cea mai cercetatd in ultimii ani si rezultatele pot fi
utilizate in multe din situatiile frecvent intdlnite in practicad. De aceea se vor examina unele

8.2518.3.
8.1.4 Optimizarea observatiilor suplimentare (design de ordinul 3)

Problematica acestei categorii de optimizare este asemanatoare cu cea descrisa in (8.1.3):
intr-o retea deja realizatd (se cunoaste configuratia retelei si ca urmare matricea B) se
urmareste optimizarea retelei prin introducerea unor observatii suplimentare.

8.2 FUNCTII DE SCOP SI RESTRICTII LA OPTIMIZAREA RETELELOR
GEODEZICE

Clasificarea problemelor de optimizare care intervin in practica proiectarii complexe a unei
retele geodezice are in primul rand rolul de a face o distinctie clara intre problemele specifice
fiecarei categorii posibile.

De multe ori proiectantul unei retele geodezice isi propune sa satisfaca, aproape simultan, cat
mai multe functii de scop continute in cele patru categorii de optimizari. Deoarece solutiile se
influenteaza reciproc, se prefera si rezolvari iterative, pentru a se constata in diferite trepte ce
rezultate se obtin si In ce directie trebuie actionat in continuare.

Combinarea mai multor categorii de solutii la problemele de optimizare este numitd de
Grafarend (1979) design hibrid.

In cadrul optimizarii retelelor geodezice, relatiilor (8.1) din forma canonica a problemelor de
propagare liniara le corespunde modelul functional definit prin (7.26) sau (7.30) — modu! 4.
care pot interveni uzual in problemele de optimizare a retelelor geodezice.

Functiile de scop si restrictiile utilizate in continuare au in vedere indicatorii de precizie care
pot fi definiti Intr-o retea geodezica.
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8.2.1 Indicatori de precizie locala

e Dintre indicatorii de precizie posibili, cei mai eficienti, si ca atare cei care pot cadpata
aplicabilitate mai larga sunt indicatorii de precizie locala. Aceasta se justifica prin faptul ca la
prelucrarea unei retele geodezice o atentie deosebitd este acordatd cunoasterii preciziei de
determinare pentru fiecare punct in parte, ludndu-se masuri corespunzatoare pentru evitarea
cazurilor de puncte insuficient de precis determinate.
e Pentru indicatorii de precizie acceptati ca eficienti in geodezia utilitard s-ar putea stabili
anumite tolerante T care constituie forme de exprimare a restrictiilor definite prin (8.3).
Asemenea aspecte ar trebui avute n vedere la o noud redactare a instructiunilor de realizare a
retelelor geodezice de sprijin. In acest scop ar putea fi utilizati acei indicatori de precizie care
s-au dovedit, din numeroase studii teoretice si practice, ca cei mai semnificativi (Fotescu
1979, Augath 1980, etc.):
- abaterile standard sy, s, ale coordonatelor unui punct oarecare din retea
- abaterea standard totala s, (eroarea medie Helmert)
Astfel, din ecuatia (7.62) rezulta conditia:

urma C, — minim 8.8
sau:

urma Q, — minim 8.9

s, =urmaC, <T. 8.10

e in unele situatii intervine necesitatea ca anumite functii de coordonate ale punctelor retelei
sa fie determinate cu erori medii minime:
- eroarea unei diferente de coordonate
- eroarea unei lungimi sau a unei orientdri (pentru o latura din retea sau pentru o “diagonald” a
retelei).
In acest fel exista posibilitatea introducerii unor noi functii de scop de forma:

Or — minim 8.11
si eventual, pentru anumite situatii limita, anticipate in functie de structura si destinatia retelei
geodezice:

precum si restrictia:

Sp=804Qp T, 8.12

Astfel de functii depind insd intr-o prea mare masurd de procedeele tehnice prin care sunt
determinate pozitiile punctelor in retea (triangulatie, trilateratie, poligonometrie, etc.) si ca
urmare nu pot fi generalizate cu usurintd pentru situatiile care pot interveni in retelele
geodezice.

8.2.2 Indicatori de precizie globala

e Indicatorii de precizie globald oferd posibilitatea caracterizarii de ansamblu a unei retele
geodezice, atat In comparatie cu alte retele similare, cat si in aprecierea calitatii intrinseci a
retelei considerate, prin comparatii ale rezultatelor obtinute din utilizarea mai multor modele
functional - stochastice la prelucrare.

e Din acest ultim punct de vedere un rol important il are abaterea standard a unititii de
pondere (7.42), respectiv (7.49). Valoarea sa este dedusa intr-un proces de optimizare (7.31),
respectiv (7.32), specific metodei celor mai mici patrate. Proiectantul unei retele geodezice
poate influenta marimea sa prin interventii asupra numitorului:

r=n-—u
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Este de observat insd ca modificari in modelul functional prin introducerea unor noi
masuritori (se mareste #) sau a unor parametri suplimentari (se mareste #) modifica nu numai

mirimea (n — u) ci si v' Pv, in consecinti, sy Atunci cAnd modificirile corespund corect
situatiei in care s-au efectuat observatiile, in mod normal se vor obtine valori mai mici pentru
Sp s prin urmare se poate aprecia cd rezultatele compensirii sunt calitativ superioare.
Introducerea unor parametri suplimentari nu poate fi Insd consideratd ca o masurd absolut
necesard. Marimea exageratd a numadarului u# de parametri sau alegerea lor in mod
necorespunzator poate influenta negativ prelucrarea sau chiar si o denatureze (cind, de
exemplu u — n).

e Un indicator de precizie globald, util in mod deosebit in retelele de dimensiuni nu prea
mari, poate fi formulat prin necesitatea determinarii optime a tuturor punctelor noi ale retelei:

Z(Sf +S§)=ZS[2 =S§Z(Qxx +ny)=urmaCx — minim 8.13

un criteriu deja mentionat in (8.5). Notand cu N numarul punctelor noi din retea, s-ar putea

introduce si o restrictie de forma:
urma
S =5 |—=x<T 8.14
T TN o

care sa fie avuta in consideratie la proiectarea retelelor geodezice. Tolerantele 7. ar urma sa

aiba valori distincte pe categorii concrete de retele geodezice (desigur si pe ordine, etc.).

e in procesele de optimizare a retelelor geodezice o atentie deosebita este acordati optimizarii
matricei de covariantd Cj; a masuratorilor, deoarece aceastd operatiune poate conduce la
stabilirea unui numar optim de masuratori ce urmeazi a se efectua in retea. In acest mod se
ajunge la functii de scop, respectiv la restrictii, cu caracter economic:

Cy — optim 8.15
Datorita relatiilor (7.9) si (7.13), functia de scop (8.15) poate fi scrisa:
P — optim 8.16

Se considerd cazul particular al observatiilor independente, intalnit frecvent in practica. in
baza relatiilor (7.12), (7.15), (7.16), (7.17) si (7.44) rezultd ca matricea ponderilor are
urmatoarea forma in aceasta situatie:

12

P=s] sy 8.17

2
S

n

Acceptand cd fiecare masuritoare M este obtinutd prin medierea valorilor unui numdr
oarecare n; de determindri elementare efectuate asupra marimii respective, putem inlocui:

512

P X

2 =20 8.18
ni

unde: s/ - abaterea standard a unei singure masuratori, determinabild in functie de procedeul

specific de masurare.
Rezulta:
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P=s] s =s;'BH 8.19

n

n
2
n0

Matricea Py este determinabila in procesul de prelucrare prealabild a observatiilor originale:

N

P =5 Sho 8.20

12
Sn()

iar matricea H depinde numai de numerele n; (i = 1, 2, ..., n ) in care se repeta masurarea unei

marimi oarecare M jo ;

H= . 8.21

e Prin acestea functia de scop (8.16) devine:
H — optim 8.22
Functiile de scop in care intervin numerele #; de masurdtori sunt Insotite si de restrictii de
forma:
n;=>0; n; numar intreg 8.23
Pentru a puncta caracterul economic al unor asemenea functii de scop, restrictiile (8.23) sunt
completate de o restrictie de cost total, care se poate scrie sub forma:

Zcini <c,, 8.24

unde ¢; reprezintd costul (specific) pentru o singurd masuritoare M, iar ¢, costul total al
intregii lucrari.

e Un caz particular al cercetarii configuratiei optime pentru matricea ponderilor P este intalnit
in cazul retelelor geodezice omogene §i izotrope adica atunci cand elipsele erorilor, pentru
punctele noi ale retelei, se transformd in cercuri de aceeasi raza. Fotescu (1979) gaseste
expresia generala a matricei ponderilor P* pentru un asemenea caz, care este aplicabila i in
cadrul retelelor libere:

Pr= B(BTB)" (BTB)" BT 8.25
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8.3 ALGORITMI DE REZOLVARE A PROBLEMELOR DE OPTIMIZARE.
CONCLUZII CU CARACTER UTILITAR

Pentru rezolvarea unor probleme de programare liniara se disting (Mihaila 1964) urmatoarele
categorii de metode:

® Metode particulare de rezolvare 1n care se incadreaza procedeele grafice si procedeele
iterative. Aceste metode permit, aproape intotdeauna, analiza rezultatelor intermediare
obtinute si ca urmare posibilitatea interventiei din partea operatorului. in mod uzual asemenea
procedee se preteazd totusi la un numar restrans de variabile, iar aproximatia de calcul nu
poate fi determinatd sau cunoscuta intotdeauna.

® Metode generale de rezolvare a problemelor de programare liniara (metoda simplex, metoda
Monte-Carlo, Fiacco-Mc Cormick, Fletcher—Powell, etc.) care si-au gasit in prezent
aplicabilitate numai in retelele geodezice de mici dimensiuni (Herzog 1972, Fotescu 1979,
Schmidt 1979, Grafarend 1975, 1979, Pelzer 1980, Augath 1980 etc.).

Aplicabilitatea unor algoritmi generali de rezolvare este incd foarte restransa fiind determinata
de urmatoarele impedimente principale:

- volumul mare de calcul pe méasura cresterii numarului de parametri

al retelei. Se poate aprecia (Pelzer 1980) cd in aceasta constd punctul slab al majoritatii
problemelor de optimizare a retelelor geodezice: solutiile obtinute prin algoritmi generali
concentreaza masurdtorile pe citeva elemente ale configuratiei retelei, prin care se realizeaza
minimul cdutat. Concomitent se obtine Insa diminuarea numarului de masuratori suplimentare
specifice. Aceasta nu inseamna cd aspectele legate de optimizarea preciziei retelei nu raman
fara importanta practicd, deoarece solutiile obtinute, chiar pe retele particulare ca forma, si
deci mici dimensiuni, oferd posibilitatea de apreciere a actiunii fiecdrei masuratori asupra
preciziei locale sau globale realizate in reteaua geodezica considerata.

Din aceste considerente, in rezolvarile efective cunoscute pana acum au fost preferate solutii
iterative de rezolvare a proceselor de optimizare. Solutiile intermediare, generate de
programul de optimizare, au fost interpretate si coroborate si cu alte principii cunoscute de
realizare a retelelor geodezice, cum ar fi: marirea numarului de masurdtori pe directiile
rezultate ca insuficient de precis determinate, “dublarea” mdsurdtorilor considerate cu
masuratori de alt gen (de exemplu introducerea masurdtorilor de distante in retelele de
triangulatie).

Un asemenea algoritm de Tmbunaététire a preciziei locale de determinare a retelelor geodezice
de triangulatie — trilateratie este descris in figura (2), avandu-se in vedere metoda observatiilor
indirecte.
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(  START )

A

Date de intrare:

85,¢;,¢,, B, P, H,T, | (1)

i| Perfectionri in datele de intrare:
i| a)H=H+3H;

'l b)B=B+3B; P,=P,+6P; H=H+6H
A Rezultate intermediare 3)

0.;8,.S, =max(St)

Tiparirea rezultatelor|

P,; H
Calculul elementelor elipsei erorilor
ay,by,0y si al abaterilor standard s, STOP
pentru toate directiile observate in | (5)
Py

Fig. .2 Algoritm de imbunatatire a preciziei locale

8.4 EXEMPLE DE ELEMENTE OPTIME DE STRUCTURA iN RETELE DE
TRIANGULATIE

Optimizarea in ansamblu a configuratiei unei retele geodezice implica dificultati deosebite
atat de ordin tehnic, cat si economic. De aceea prezentarea unor solutii cu caracter restrans, pe
elemente separate, poate oferi indicii importante pentru proiectantul unei retele geodezice,
desi solutia nu este strict riguroasa. In continuare se prezinta cateva situatii din cadrul retelelor
de triangulatie, deoarece structura acestora este mai complexa in comparatie cu cea a retelelor
de nivelment sau gravimetrice.

8.4.1 Eroarea unei laturi intr-un lant de triangulatie

Se considera lantul de triangulatie din figura 9.3, format numai din triunghiuri, in care se

cunosc din masuritori: latura 5° (cu eroarea s, ) si unghiurile 4, B, C" (i=1, 2, .., n)de

aceeasi precizie s'. Se accepta ca unghiurile masurate sunt valori independente si ca toate

masuratorile sunt reduse la planul de proiectie. Se noteazd cu v, ,v,,v, (i =1, 2, .., n) si

respectiv v, corectiile care se determind din compensarea prin metoda celor mai mici patrate:
A=A +v, ;B =B +v,;C,=C +v.;(i=1,2,..,n) 8.26
b=0b"+v,

Referitor la figura (3) se folosesc urmatoarele notatii:

- laturile a;, ay, ... si unghiurile 4;, 4,, ... se numesc laturi, respectiv unghiuri de legatura
- laturile ¢;, ¢, ... si unghiurile C;, C,, ... se numesc laturi, respectiv unghiuri intermediare
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Lungimea laturii a, se poate calcula (dupa compensare) prin aplicarea consecutiva a formulei
sinusurilor:
sin 4, sin 4,...sin 4
a,=p————*2"—— 8.27
sin B, sin B,...sin B,

Eroarea medie a lungimii acestei laturi se calculeaza prin aplicarea formulei erorii unei functii

la compensarea observatiilor conditionate. Ecuatiile de conditie liniarizate ale corectiilor care

trebuie scrise pentru lantul de triangulatie din figura (3) sunt:
vy tVy tv, +w, =0

8.28
i=12,..,n
unde: w, = 4’ + B! +C —180° 8-29
/X
(n-1)
Fig. 3 Lant simplu de triunghiuri
Pentru a liniariza functia F' = a,, se aplica formulele:
oF 0 0 oF 0
=|— | =+ a ctgd’; =|— | =4+ a, ct
fl (GAIJO n gl f;l (8/12]0 gAZ
F F
= o __ a) ctgB’; f,= oF ) __ a, ctgB) 8.30
0B, ), 0B, ),
F F
/s :(8_] =0; fo= B_J =0...etc.
oC, ), oC, ),
precum si:
oF a’
I el 8.31
w5

Folosind pentru calculul ponderilor expresia: p = 1/ s'%, se pot calcula elementele necesare
pentru deducerea coeficientului de pondere Qpr:

SEHE-BRE
S e
S

Din relatiile (7.30) si (7.31) rezulta:

Nid o s, ’ s 2 2 40 2 10
Sl=ar o]+ o 3 (ctg4° +c1g?B?) 8.34

p i=1

astfel incat:
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In final eroarea relativi a ultimei laturi din lantul de triangulatie considerat poate fi
determinata prin:

n

r\2 "
Si:i (S—bj +g (S—j Z(ctngi" +ctg’BY +ctgAl."cthl.") 8.35
b’ 3\ p )T
Observatii:
1. Eroarea ultimei laturi depinde in primul rand de erorile laturii initiale si a unghiurilor
masurate. Uneori se considerd s, /b ~ 0, datoritd preciziei ridicate de masurare a laturilor
initiale In triangulatia de ordin superior.
2. Geometria retelei, reflectati de valorile pe care le au unghiurile 4’,B/, influenteazd de
asemenea marimea acestei erori prin expresia:

R =ctg’ A +ctg’ B +ctgAd’ ctgB’ 8.36
3. Lungimea lantului nu poate fi oricat de mare, céci in acest caz s, creste in aceeasi masura.
4. Formula (8.35) modificatd corespunzdtor, poate fi aplicata la calculul erorii relative s, / a,

a oricirei laturi de legitura a, din retea. In cazul in care in lantul de triangulatie ar exista doud
laturi masurate, la extremitatile sale, eroarea relativi maxima se va obtine pentru latura de
legatura de la mijlocul retelei, pentru care suma de sub radical ar atinge valoarea maxima.
Situatia poate fi consideratd optima din punctul de vedere examinat aici. Intr-adevar, numarul
de triunghiuri existente intre extremitdti si mijlocul retelei este evident, mai mic decat
numarul de triunghiuri dintre extremitatile lantului si ca urmare eroarea relativa determinata
cu relatia (8.35) va fi compusa dintr-un numar mai mic de termeni.

5. Daca se admite cd toate triunghiurile lantului de triangulatie sunt echilaterale, rezulta R; = /
si ca urmare:

2

' w N2
S S
w_4 |5 +Z.n.(s_"j 8.37

6. Daca se acceptd s,/b~0, rezultdi o formuld expeditivd prin care se poate evalua

”diminuarea de precizie” pe masura indepartdrii de latura initiala:

S, "
w5 |2, 8.38

a P \3

n

7. In cazul in care lantul de triangulatie contine si patrulatere geodezice, se obtine o micsorare
a erorii laturii finale, pentru fiecare patrulater factorul 2/3 din formulele anterioare urmand sa
fie inlocuit cu 0,5, ludndu-se varianta cea mai defavorabild pentru calculul valorii R in
triunghiurile ce se pot forma in patrulater.

8.4.2 Forma optimi a unui triunghi din retelele de triangulatie

Criteriile dupa care se poate stabili forma optima a unui triunghi din retelele de triangulatie
sunt:

e Laturile de legatura a; si laturile intermediare ¢; sd aiba aceeasi precizie in determinare
astfel incat in dezvoltarea ulterioard a retelei de triangulatie fiecare din acestea sd poata fi
utilizata ca latura de sprijin

e Valoarea R; in oricare triunghi sa fie minima

e Aplicarea judicioasd a primelor doud criterii, astfel incat sd rezulte un numar minim de
triunghiuri pe o suprafata data.

Pentru a deduce conditiile ce decurg din aceste criterii se scrie expresia de calcul a ultimei
laturi intermediare c,:
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¢ =b s%nA1 s%nAz...s%nAn ‘s%n C, 2,39
sin B, sin B,...sinB, sinB,

Prin analogie cu relatia (8.35) se poate scrie eroarea relativa a acestei laturi:

' 2 2
Sc ! 2 " n-1
L=+ (Zi’)j 3 [mj {Z(ctngiO +ctgA’ctgB) +ctg’ B! )+ ctg’C? +ctgClctgB) +ctg’B) }
Cn P i=1

8.40

Prevederile primului criteriu, adica s, /c, =s! /a,, se realizeaza atunci cand:

ctg’ A’ +ctg Alctg B! = ctg’C) +ctg Clctg B) 8.41
Aceastd egalitate este posibild cand ctg 4] = ctg C) si ca urmare: A, = Cy
Rezultd cd din punctul de vedere al primului criteriu, forma optimad este asiguratad de
triunghiul isoscel. Pentru a obtine valorile unghiulare care satisfac si cel de-al doilea criteriu,
se introduce in expresia lui R: B’ =180°—24°, astfel incat se obtine:

R, ., =ctg’A’ +ctg’24° —ctg A°ctg 2 4° 8.42
Minimul acestei expresii se obtine prin anularea derivatei functiei din membrul drept, care
oferd solutia 4° = 52°46’ si prin urmare rezulti: B’ = 74°28'.
Pentru asemenea triunghi isoscel se obtine: R =0,865.
Criteriul al treilea este realizat prin utilizarea triunghiului echilateral. Intr-adevar, aria unui

isoscel

triunghi oarecare S = \/ p(p - a)(p —b)(p - c) atinge o valoare maxima, in conditia
2p =a+b+c=constant, atunci cand a = b = ¢ . Pentru triunghiul echilateral se obtine

R = 1,0. Prin urmare coeficientul R este mai mare in cazul triunghiului echilateral.

Dar influenta utilizdrii triunghiurilor isoscele optime nu este, comparativ, semnificativa.

Din figura (4) se observa ca triunghiul echilateral are in plus incd un avantaj fati de triunghiul
isoscel: lanturile cu triunghiuri apropiate echilaterale pastreaza in general o forma

regulata rectilinie, ceea ce este convenabil pentru proiectare.

Fig. 4 Dezvoltarea unui lant de triunghiuri:

a — triunghiuri isoscele (121 =C= 52°); b — triunghiuri echilaterale

Conditiile concrete din teren conduc la abateri de la configuratia optimi. In acest sens,
instructiunile DTM prevad (tabelul 2) valorile minime ale unghiurilor acceptate in figurile
geometrice din retelele de triangulatie, care aldturi de elementele din tabelul (3) reprezinta
prescriptii de proiectare a retelelor de triangulatie din tara noastra.
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Tabelul 2

Ordinul retelei

in triunghiuri

in patrulatere

II
I
v

45%(40°
32(30°
8%(2

(
8%(2
(

(98

[e]

[\

5
5

o

NN

0%(27°

35¢(30°)
17¢(15°)

Tabelul 3

Ordinul de triangulatie

Lungimea medie a laturii

Lungimea minima a

[km] laturii [km]
I {25 la munte 10
20 la ses
II 13 7
III 8 5,5
v 4
\" 2 1

8.4.3 Unghiul optim la intersectia simpla inainte

In unele situatii izolate in triangulatia de stat si mai frecvent in unele triangulatii locale,
indesirea retelei se realizeaza prin intersectii multiple inainte (uneori §i prin intersectii
multiple inapoi), care sunt prelucrate fie riguros, fie prin anumite metode aproximative. De
aceea, intersectia simpla Tnainte poate fi considerata ca un caz particular, ce ne va ajuta insa sa
desprindem o concluzie cu privire la conformatia optimd a figurii geometrice care intervine in

asemenea lucrari.

In figura (5) este reprezentat cazul tipic al intersectiei simple inainte:
- coordonatele x;, y; §i X2, 2 ale punctelor 7 si 2 sunt considerate ca nefiind afectate de erori

- unghiurile a; si @, sunt masurate cu aceeasi precizie: s

_ o
So1 = Sg2 = Sg-

1(x

17}’1)

Fig. 5 Intersectia simpla inainte

Se considera cunoscute formulele intersectiei simple nainte:

x =

Y=y, tx,1860, —x 186,

1g0, —1g 0,

a

2(x2,y2)

Yy=>» +(x_x1)tg91 =)V, +(x_x2)tg92
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sau:
pofiRty, clg 6=y cig 6 R 44
ctg 6,—ctg 6
x=x+(y-n) ctg O =x,+(y-y,) cig 0,
Solutia la problema pusa depinde de forma functiei scop utilizata: Helmert (1868) foloseste
pentru prima data conditia de minim referitoare la eroarea totald de determinare a pozitiei
punctului nou:

si=s2 +s§ =minim 8.45
Deoarece x = f (91,92 ), unde &; si 6; pot fi considerate, in limitele conventiilor initiale, ca

independente, putem calcula s, pe baza relatiei specifice observatiilor directe independente.
Pentru aceasta, deducem din relatiile (8.43):

—— (190, -1g0,)+

(yl -y, +x,1g0, _xltgal)

Ox _ cos” 6 cos’ 6, R 46
o6, (g6, ~1g6,) |
Utilizand relatia (8.43) si notand 1P= dl,ﬁ =d,, 1P2 =y rezulta:
Ox X=X _d cosb, R 47
06, cos’6,(1g0,—1g6) sin(6,-6,) ‘
In mod analog se obtine:
Ox _ d,cosf 2 48
06, sin(6,-6)) '
astfel incat:
”n 2
g o[ d; cos.2 26?2 +d; cos’ 6, 8.49
} Yo, sin (192 -6, )
Procedand 1n acelasi mod cu relatia (8.44) se obtine:
" 2 b b
2 = Se d1251r?2;92+d22 sin’ @), 850
P sin’ (6, - 6,)

astfel incat eroarea totala s, poate fi exprimata prin:

n\2 2 2
s,z = [&j 6121;612 851
P sin®(6, —6,)

Deoarece:
y=0,-6,=180°—(a, +a,)
si
bsina bsing,
— 2. _ 1
d] - . B d2 - .
sin ¥ siny
se poate exprima eroarea s, $i in functie de unghiurile masurate a; si az:
n \2 2 : 2
s sin” ¢, +sin” a
s;=| "% | b — v : 852
ye sin® (o, + ;)
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Relatiile (8.51) si (8.52) pot fi folosite pentru estimarea erorii medii totale s, de determinare,
prin intersectie simpla inainte, a pozitiei punctului nou P.
Minimul functiei (8.52) are loc cand:
s, _ 0 0s,
oo, oa,

=0

adica:
. . . 2 . 2 _
sing, cose sin (@, +a,) -2 (sm a, +sin az) cos (o +a,)=0
8.53
sina, cosa, sin (@, +a,)-2 (sin2a1+sin2a2) cos (a+a,)=0

Din compararea celor doua relatii (8.53) se obtine:
sina, cosa, =sina, cosa,
Aceasta egalitate poate avea loc, in principiu, in urmdtoarele cazuri:

a, +a, =x/2, caz imposibil insa, caci din relatiile (8.53) ar rezulta pentru a; si a;
fie solutiile 0; 0, respectiv 0; 7/2, ceea ce contrazice realitatea,

a, = a, = a. Introducand aceste solutii in relatiile (8.54) rezulta:

dt1ga =tg 2a
Din rezolvarea acestei ecuatii se obtine solutia pentru cazul optim:
o = arctg V2 / 2, astfel incat o, = @, ~35°15' si prin urmare unghiul optim sub care
se intersecteaza vizele in punctul nou este:
~109°30' 8.54

yoplim
8.4.4 Forma optima a retelei de dezvoltare a unei baze de triangulatie

In afara laturilor masurate direct, in triangulatie s-au folosit si se folosesc inca laturi obtinute
din dezvoltarea bazelor de triangulatie. Datorita propagarii erorilor, latura finala obtinuta din
prelucrarea riguroasa a retelei de dezvoltare a bazei, care va fi ulterior folosita in reteaua de
triangulatie ca lungime cunoscutd (uneori fiind consideratd chiar ca valoare neafectatd de
erori), nu va mai avea aceeasi precizie cu baza propriu-zisa.

In triangulatia lui W. Snellius (1615) este folosita reteaua de dezvoltare din figura (6), a cirei
utilizate pana in prezent. De aceea, reteaua de dezvoltare a bazei formata dintr-o succesiune
de romburi, mai mult sau mai putin conformate, este folositd pe larg in lucrdrile de
triangulatie (fig. 7).

Fig.6 Baza Snellius, (1615): Fig. 7 Baza Bonn, (1892),
ab=328 m, AB=4114 m ab=2513 m, AB=30285 m
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S-au mai utilizat si alte sisteme de retele de dezvoltare a bazelor (fig. 8 §i 9), care conduc la o
pierdere prea mare a preciziei obtinute la masurarea directa de lungime. Baza masurata direct

b=ab este caracterizati in general printr-o eroare relativd s, /b <1/1-10°, iar latura de

dezvoltare B = AB are eroarea relativi s, /B de circa 1/4-10° in cazul retelelor de tipul

prezentat in figurile (6) si (7) si de circa 1/ 2-10° (uneori chiar mai mari) pentru retelele din
figurile (8) si (9). Este de mentionat faptul ca forma retelei de dezvoltare a bazei este impusa
de obstacolele din teren, ajungandu-se uneori la solutii complicate, de tipul celor din figura
9.9. Deoarece chiar in cadrul retelelor de dezvoltare formate din succesiuni de romburi, se pot
obtine precizii diferite in functie de marimea unghiurilor care intervin, se poate demonstra
(Krasovski 1955, Ghitau 1972) ca forma optimd a unei retele de dezvoltare a bazei de
triangulatie se obtine atunci cand unghiurile ascutite au valoarea de 33°33’.

Fig. 8 Baza de triangulatie de Fig .9 Baza de triangulatie
la Capul Bunei Sperante,(1886) din Creta, (1933)
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